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Diffusivité thermique
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Effusivité thermique
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Variable de Laplace
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Rayon, Résistance

Résistance thermique de contact
Surface

Temps

Température

Vitesse

Volume
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< 3LOPOrIT

x
<
N

Lettres grecques

Densité de flux de chaleur

Transformée de Laplace du flux de chaleur
Flux de chaleur

Conductivité thermique, longueur d’onde
Viscosité dynamique

Viscosité cinématique

Masse volumique

Transformée de Laplace de la température
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1 LES DIFFERENTS TRANSFERTS A TRAVERS UNE PAROI

1.1 Diffusion de la chaleur

Dans sa forme monodimensionnelle, elle décrit dadfert de chaleur unidirectionnel au travers diwr
plan :

¢x+dx
L » L»e

v

0 X + dx
Figure 1.1 : Bilan thermique sur un systeme élémiemt
Considérons un systéme d'épaisseur dx dans latidinec et de section d'aire S normalement a lactioa

Ox.
Le transfert de chaleur dans le solide s’effecturecpnduction, il est régi par la loi de Fourier :

oT
== AS—
¢ [ 6xj
ol: A Conductivité thermique (W.mt.°C?)
S Section de passage du fluXm

Le bilan d'énergie sur ce systéme s'écrit :

¢’X + ¢’g = ¢’x+dx + ¢’st

oT oT

Avec : =—|AS— et = —-|AS—
¢x [ anx ¢x+dx [ anHdX

6, = qSdx
oT
= p cSdx—
P = P ot
En reportant dans le bilan d’énergie et en divipantdx nous obtenons :

(s3] - (nsT]
0X Jyrax ox

X+dS:pc Sa—T

dx ot
Soit : 9084 gs = pes T
ox 0X ot

Et dans le cas tridimensionnel, nous obtenonsiitgn de la chaleutans le cas le plus général :

i()"xﬂj"'i )Lyﬂ +i()‘za_Tj+d = pcﬂ (1-1)
0x ox ) ody oy ) o0z 0z ot

Cette équation peut se simplifier dans un certambre de cas :
a) Sile milieu est isotropeky =Ay =A,
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b) S'il n'y a pas de génération d’énergie a l'intéridu systéme ['qz 0
¢) Sile milieu est homogéng,n’est fonction que de T.

Les hypothéses a) + b) +c) permettent d’écrire :

02T 92T 92T o [OTJZ aT)’ [OTJZ aT
A + + +—||—| +|=—| +|=—| |=pc —
ox2  ay? 0z2) dT|(ox ay 0z ot

d) Si de plus\ est constant (écart modéré de température), rieieaans I'équation de Poisson :

an2r =91 (1.2
ot
A e s s .
Le rapport a =—C est appelé ldiffusivité the rmique.
p
e) En régime permanent, nous obtenons I'équatidragkace :
0%T=0 (1.3)
Par ailleurs, les hypothéses a), c) et d) permtedfécrire :
- Equation de la chaleur en coordonnées cylindriques
0°T 10T, 10T 02T , 9 _10T (1.4)
Iy

10T
a2 ror 2 992  z2 a ot

Dans le cas d'un probléme a symétrie cylindriquéac@mpérature ne dépend que de r et de t, cette

. . i oo 19 ( 0T), g _ 10T
équation peut s'écrire sous forme simplifieé:—|r— |+ —==—
ror\ or A aot

- Equation de la chaleur en coordonnées sphériques :

2 2 i
10%(rT), 1 g(smea_T%;a_ni:;a_T (15)
ror? r sig 99 00 r?sine 092 A a ot
Les conditions aux limites peuvent prendre I'uas fbrmes suivantes :
1. At=0: T(x,0) = To(x) (b)
2. Enz=0:
Si la résistance au transfert de masse a la swegacegligeable TO,t) 3T (©)
Dans le cas contraire : -A [a—Tj = h[T(O, t) —Too] d
0X ) 0.y
Ou: h Coefficient de transfert convectif & l'interface (Wm2.°C™)
To Température du fluide en contact avec le soli@ (°
Lim T(x,t) = Tyi{x
3. Sile milieu est semi-infini : (0 =Tolx) ©)
X — 00
Si le milieu est d’épaisseur 2e avec transfertesideux faces, la symétrie impose :
["—Tj =0 0
0x x=e/2
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1.2 Diffusion de la vapeur d’eau

Considérons a titre d’exemple le transfert de vapsudirectionnel d'un solide vers de l'air a travaine
surface d'échange plane :

Aira T, HR

ISP N N A

4 Gn(x) ,
X-}-- : < Surface d'échange S
X+dx|[-- :
¥ Gl +ax)
2el--
v Solide, teneur en eau X(x,t)

Le transfert de masse est régi parfalti de Fick qui s'écrit :

dXx
Om = ~Pms D —— (1.6)
dx

Avec :0,, Densité de flux massique (kgas™)
P s Masse volumique du solide sec (kg.f

D Coefficient de diffusion massique (fs?)
X Teneur en eau (kg,kgms?)

Effectuons un bilan de masse entre t et t + dt&ément de volume compris entre x et x + dx :

[¢m(X)— O (X + dx)] Sdt =p,,s Sdx dX

. oX oX oX
soit: — D—| + D— = dx —
pms [ aX jx pms [ aX jx+dx pms at

D’ou la seconde loi de Fick :

9 [D a_xj _ X (1.7)
ox ox ot

Dans le cas ou le coefficient de diffusion ne déipeas de X, cette expression devient :

X 10X (1.8)
ax2 D ot

Cette équation est aisément généralisable a usfératridimensionnel et s’écrit alors :
02X 92X 92X _ 1 X
+ + =— —
x> ody®> 0z> D ot

Coordonnées cylindriques

2 2 2
9% 1oX  10% 0°X _ 10X (1.9)

ar’ ror r?oe%> 9z> D ot
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Dans le cas d'un probléme a symétrie cylindriqudeoteneur en eau ne dépend que de r et de tatiéqu

(1.9) peut s’écrire sous forme simplifiée=— 10 ( ax} —ia—x
ror\ or D ot

Coordonnées sphériques

2 2 2
9% 10X  10% 9°X _10X (1.10)

ar’ ror r?oe%> 9z> D ot

Dans le cas d'un probléme a symétrie sphériquadéneur en eau ne dépend que de r, I'équatiof)(1.1
e o 10%(rX) 10X
peut s’écrire sous forme simplifiée--—— = — —
rooor? D ot

Les conditions aux limites peuvent prendre I'uas fbrmes suivantes :

1. At=0: X(x,0) = X(x) (b)
2. Enx=0:
Si la résistance au transfert de masse a la swegacegligeable X(0,t) =X (©)
Dans le cas contraire : Pms D (a—XJ =h_ [X(O, t) —Xeq] d
0z /(o)
Ou: hp Coefficient de transfert de masse a l'interface (kgn2.s?

Xeq Teneur en eau d'équilibre du produit avec l'air a(T, HR)

Lim X * (x,t) =0

3. Sile milieu est semi-infini : « (e)
— 00
Si le milieu est d’épaisseur 2e avec transfertesideux faces, la symétrie impose :
[a_xj =0 )
0x x=el2
1.3 Diffusion de l'air
Considérons a titre d’exemple le transfert unidiogmel d'un gaz vers un solide :
GazaPR
o4 4 l l b
X {---
\\ \\ Milieu poreux, pression P(x,t)
X+dx--
qm X +dx
e |--
v

Oma=—— — (1.12)
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Avec :9,,,  Flux massique (kg3

k Perméabilité du solide ()
v Viscosité cinématique du gaz
P Pression (Pa)

Effectuons un bilan de masse entre t et t + dt&ément de volume compris entre x et X + dx :

[®ma(x) = §rmalx +dx)] dt = € Sdx dp

ou: € Porosité du solide
soit : _E[O_Pj +5[6—Pj =€ dx@
viox/), Vv oX/ ot
En utilisant la loi des gaz parfaitSD.:pBT il vient : %zﬁa—P et sachant quesz
M ot RT oat p
_kM [p@j +_kM [PE] =€ dxi@
MRT ox ), MURT 0X )y 4 dx RT ot
252 2
on en déduit : 0°P” _eu oP” (1.13)
axz kP ot

Les conditions aux limites peuvent prendre lemtes suivantes :

1. At=0: A(x,0) = Ry(x) (b)
2. Enx=0:
Si la résistance au transfert de masse a la sweghcegligeable POt =P (©)
Lim P(x,t) =P,

(d)

3. Sile milieu est semi-infini :
X — 00

Si le milieu est d’épaisseur 2e avec transfertesideux faces, la symétrie impose :

oP ~
[O_Xj x=el2 -0 (e)

Si B est la pression uniforme dans un milieu poreuinatént t = 0 et si I'on se place dans un intdevale
temps dans lequel P(t) a varié faiblement (quel&agson peut écrire I'équation (1.13) sous la fosimaplifiée
suivante :

9°P* _ep oP*

x2 kR ot (1.14)

1.4 Analogie entre les différents transferts

Les équations régissant les transferts de chaleurapeur d’eau et d'air présentent de fortes girdiés mises
en évidence dans le tableau 1.

L'évolution de la température, de I'humidité et ldepression a l'intérieur d’un local résulte deffédents
transferts qui se produisent & travers ses pdreitableau 1 permet de faire I'inventaire des desrnghysiques
caractéristiques de la paroi qu’il faut connaiwampcalculer les différents flux la traversant :

« Conductivité thermique (W.f°C?)
«  Diffusivité thermique (rhs?

10 Théorie et pratique de la métrologie thermique esydannot- 2011



« Coefficient de transfert de chaleur par convectirmi2.°C?)
« Diffusivité & la vapeur d’eau (hs?)

« Teneureneau d’équilibreea(kgeaukgms'l)
«  Masse volumique du matériau sec (kg)m
« Coefficient de transfert de masse (kg.st)

«  Perméabilité a I'air (19)
» Porosité

Tableau 1.1 : Analogies entre les différents matbesansferts

Chaleur Vapeur eau Air
Potentiel : T Potentiel ; X Potentiel 2 P
Loi de Fourier 1%¢|oi de Fick Loi de Darcy
aT dX kS dP?
=2s& =—p, DS == &
¢ )4 Om Pms dx Oma 2Pv  dx

Equation de la chaleur

2°™e|oi de Fick

X _ 19X
x> D ot

Si faible variation de P et GP :

9°P* _ep oP?

Conductivité thermique
A

Conductivité massique|
pms D

Conductivité massique

k
2Py v

Diffusivité thermique

a

Diffusivité massique
D

Diffusivité massique
kP,
el

Effusivité thermique

Effusivité massique

Effusivité massique

A
E=\Apc=—F4 E = Pms E -P ke
Ja " D ma 2P\ kP
Loi de Newton b =h S(X X )
¢=hs(T-T,) mon &

Théorie et pratique de la métrologie thermique esvdannot- 2011
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2 MODELISATION DES TRANSFERTS DE CHALEUR

2.1 Milieu a température uniforme

On va étudier le transfert de chaleur vers un mifigempérature uniforme, ce qui est a priori @fittoire
car il est nécessaire gqu'il y ait un gradient thgua pour qu’il se produise un transfert de chaléistte
approximation du milieu a température uniforme pe@nmoins étre justifiée dans certains cas queJ®
préciser. Soit par exemple la trempe d’'une billéathgue qui consiste a immerger une bille initrant a la
température Tdans un bain & températurg Maintenue constante. Si I'on suppose que la tehpér a
l'intérieur de la bille est uniforme, ce qui seraudant plus vrai que sa dimension est petite etoseductivité
thermique élevée, on peut écrire le bilan thermidgieette bille entre deux instantstett + dt :

—hS(T—TO):pCVd—T soit: 9T =S
dt T-T, pcV
Dol : =T =exp _hS (2.1)
Ti _TO pCV

cV N
On remarque que le groupemerﬁg est homogéne a un temps, on I'appeltdeaconstante de temps du

systéme :
pcV (2.2)
hS

T=

Cette grandeur est fondamentale dans la mesurdeodomne 'ordre de grandeur de temps du phénoméne
physique, on a en effet T — 0 = exp[—ij avec :
T

i 0

)

0,37

0 >
t

Figure 2.1 : Evolution de la température d’'un mili@ température uniforme

Il est toujours intéressant en physique de présésgerésultats sous forme adimensionnelle, deumbnes
adimensionnels sont particulierement importantségime variable :
l

Résisancéhermiquénterne _ X_S

- Le nombre de Biot : Bi =nombredeBiot = , ¢ est la dimension

Résisancéhermiqueexterne 1

hS
caractéristiqgue du miliew, =r pour une sphére

Soit : . hv (2.3)

L’hypothése d'uniformité de la température estifiést lorsque Bi < 0,1 .

12 Théorie et pratique de la métrologie thermique esydannot- 2011



- Le nombre de Fourier : 0? (2.4)

Le nombre de Fourier caractérise la pénétratiota adaleur en régime variable. La définition de deax
nombres permet d’écrire I'expression de la tempéeade la bille sous la forme :

T_TO
T -T

=exp(-Bi Fo) (2.5)

La connaissance des nombres de Biot et de Fowaiergd de déterminer I'évolution de la températiedad
sphére . On considére généralement qu'un systeimquee Bi < 0,1 peut étre considéré comme étant a
température uniforme, le critére Bi < 0,1 est appelcritére d'« accommodation thermique ».

2.2 Milieu semi-infini

Un milieu semi-infini est une paroi d'épaisseurfisaimment grande pour que la perturbation applicauge
une face ne soit pas ressentie par l'autre faceteUsystéme représente I'évolution d’'un mur d’'épaur finie
pendant un temps suffisamment court pour la peatiot créée sur une face n'ait pas atteint I'atdoe (vrai
tout le temps que la température de I'autre faaepas varié).

Température constante imposée en surface
Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le tempsvetsion par les tables.

Le milieu semi-infini est initialement & la tempénee uniforme T On impose brutalement la températuge T
sur sa surface, cette condition limite est appetdlition de Dirichlet :

T(x,t=0) = T;

Tx=0,t)=Tp

0 > X

Figure 2.2 : Schéma du milieu semi-infini avec térafure de surface imposée

L’équation de la chaleur s'écrit : T _1ar
équation de la chaleur s’écrit : oI & ot (@)
Avec les conditions aux limites : TX, 0T (b)
T(x=0,t) =% ©
Lim T(x,t)=T (d)
X -
On effectue le changement de variable suivaht= T
o
. oT 1 a7 9T 1 9°T oT 1 a7
D'ou : _—— = e —=—- -
ox T,-T, ox X2  T,-T, ox? ot  T,-T, ot

L'équati t alors s’écri T 10T
équation(a) peut alors secrlre.a? =5 o

Théorie et pratique de la métrologie thermique esvdannot- 2011 13



T(x0) =0 (b)

Et les conditions aux limites deviennent : T(x=0t)=1 ()
Lim T(x,t) =0
X — 00

La transformée de Laplace (cf. annexe A.3 surtrdassformations intégrales) d&(x,t) par rapport au
temps s'écit : 8(x,p) = L{T(t)} = [exp(-pt) T(x, t)dt
0

d’e
dx?

La transformée de Laplace de I'équat{@hconduit & : - %[pe - '_r(x,O)] =0avec T(x0)=0

S d%e
Cette équation est donc de la form%:—2 -0?0=0 avec 0=
X

oo

Dol : B(x,p) = Ae ™™ + Be'™ | latempérature garde une valeur finie quarehs tvers I'infini donc

B = 0, nous en déduisons qéx,p) = Ae™¥
N 1 e ¥
dou A== et 0=
p p
L'utilisation des tables de la transformée de Leplaverse présentées en annexe A.4 conduit aliatésu
suivant :

La transformée de Laplace de I'équatiopconduit & :6(0,p) =

T |k

T(x,1)-To _ (2.6)

X
=erf| ——
Ti =T [2,/at}

2 . . . .

Avec :erf (u) = '[exp(—uz).du , la fonction erf est aussi appelée la fonctioauer
T

Flux imposé

Méthode: Transformée intégrale de Laplace sur le tempsvetsion par les tables.

Considérons la méme configuration mais en imposarialement une densité de flux de chaleur a fasear
du milieu semi-infini, cette condition limite egtfzelée condition de Neumann.

Qo

> _, 0T(x=01) Milieu semi-infini

Milieu ambiant a T

0! > X

Figure 2.3 : Schéma du milieu semi-infini avec Buxfacique imposé

2
L'équation de la chaleur s’écrit : 0T 107 @)
axz a ot
T(x,0)=T (b)
Avec les conditions aux limites : B(t) =T (©)
_\ oTO1) _ d)
0X

Cette derniére condition traduit la conservatiorfldy de chaleur au niveau de la surface du mitemi-
infini.
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On effectue le changement de variable suivant= T =T

L. 9T _ ot 0°T _ 0T oT _ aT
Doll: —= — , — = —— =
0X 0X 0X 0X ot ot
o _
L'équation(a) peut alors s’écrire 6—12— -1 T
oX o ot
T(x0)=0 (b)
Et les conditions aux limites deviennent T(o,t) =0 ()
Y oT(O1) _ @)
0X
d’e 4

La transformée de Laplace de I'équat{@hconduit a :

7 E[pe - '_I'(x,O)] =0 avec T(x,0=0
X

D'ou: 6(x,p)= Ae ™ + Be'™ | |a température garde une valeur finie quanend tvers linfini donc
B = 0, et nous en déduisons ofles, p) = Ae

La transformée de Laplace de I'équatidps’écrit : %o _ —x‘;—e (x=0)
X
_ax
Dot A=—2 et p(x,p)=—to
Apq A pq

L'utilisation des tables de la transformée de Leplenverse présentées en annexe A.4 conduit altatésu
suivant :

T =T )T, :% at ierfc[

X
2@} 2.7)

Avec: ierfc(u) = 1 exp(— uz) ~u[1-erf(u)]

Jn

Coefficient de transfert imposé

Méthode : Transformée intégrale de Laplace sur éerps et inversion par les tables.

On consideére le cas ou le coefficient de transferthaleur par convection h entre le milieu serimiet le
milieu ambiant est imposé, cette condition limgeappelée condition de Newton :

9*T _ 10T

L'équation de la chaleur s’écrit : o2 2t @)
T, = T(x, t=0)
Milieu ambiant a T
aT(x=0,t)
_)\ ax
hfT, -T(x=0,t)] - % Milieu semi- infini
0 X

Figure 2.4 : Schéma du milieu semi-infini avec fioeht de transfert convectif imposé
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T(x,0)=T (b)
Avec les conditions aux limites : B(t) =T (©)

—AQIQiZ:hhw—Tu:OJﬂ (d)
0X

On effectue le changement de variable suivant= T =T

oT _ aT 02T _ 9°%T . oT _ aT

Dot: —= — = et —= —
ox ox ox ox ot ot

- —

L'équation(a) peut alors sécrire 8T =1 0T

axz a ot
T(x0) =0 (b)
Les conditions aux limites deviennent : T(o,t) =0 ()
210D prx=0n-(r,-T)] @

0X
d%e

L [pe - '_I'(x,O)] =0 avec T(x0)=0

La transformée de Laplace de I'équat{@hconduit a : 0 —3
X

Dol : 8(x,p) = Ae ¥ + Be™*
La température garde une valeur finie quand x tens l'infini donc B=0 et 6(x,p) = Ae™®

- ) £ o de h (T| - Too)
La transformée de Laplace de I'équatidps’écrit : A— (0,p) =h6(0,p) + ——>~

dx p

h
—(1-T1.)
LT FY IR S

h
ERT
A
—ax
et 8(x,p)= ¢ (T, -T,) —— ou ="
pa+7) A
L'utilisation des tables de la transformée de Leplaverse présentées en annexe A.4 conduit aliatésu

suivant :
T-T, X hx ah?t X hyat
=erf + exp—+ erf + 28
Ti-Ta [2\/5] F{ A 1 2/at * @

2.3 Transfert unidirectionnel dans des milieux limi tés : plaque

Soit:AAgq=-hA +

On considére le cas d'une plague d’épaisseur 2le elimensions latérales suffisamment grandes quair
I'on puisse considérer que le transfert de chadstiunidirectionnel. L'étude de ce cas permettildudtrer les
différentes méthodes utilisées pour résoudre I'égaale la chaleur monodimensionnelle en régimetae.

Pour illustrer les différentes méthodes de résmiutitilisables, nous traiterons ici le cas d'uiexpe avec
température constante imposée en surface

1°®méthode Transformée de Laplace, développement en séirieersion terme a terme par les tables.

(7]

or @)

L'équation de la chaleur s’écrit : == "

Q [
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Ti=T (x0)

To=T(-L, t) To=T (L, 1)

|
-L 0 +L

Figure 2.5 : Schéma d’'une plague avec températposée en surface

Avec les conditions aux limites : TX, 0 FT (b)
TLY=T(LH=D ()

oT
— d
—ax (O,t) =0 ( )

On effectue le changement de variable suivahts T-T,

. oT _ T
dou : - =
0X 0X
o= _
L'équation(a) peut alors s’écrire : 0°T _ 10T
ox? a ot
T(x0) =0 (b)
Et les conditions aux limites deviennent:)  T(x=L,t) =T(x =-L,t) =Ty -T, (©)
T on=0 @
0x

La transformée de Laplace d&Xx,t) par rapport au temps s'écritd(x, p) = L{T(t)} = jexp(—pt)T‘(x, t)dt
0

2
La transformée de Laplace de I'équat{@hconduit & : e _1
d

-= [pe - T‘(x,O)] =0 avec T(x,0)=0
x? a

A d’e , P
Cette équation est donc de la forme:—2 -q“0=0 avec (‘= a
dx
D’ou : 8(x,p) = A cosh@x) + Bsinh(gx)

La transformée de Laplace de I'équat{idnconduit & :A ? (x=0=0 dou B=0 etd=A cosh(gx)
X

i i . T,-T, R T, - T,
La transformée de Laplace de I'’équatiopconduit & :6(L,p) = dou A=—>"1—
p cosh@L)
T, — T, )cosh@x
et 8(xp)= (T,-T)) Gx) _ AT cosh@x)
p cosh@L) p cosh@L)
Nous pouvons utiliser un développement en série—delzT pour écrireb(x,p) sous la forme :
l+e”
- I n
8(x,p) _AT el 4 g™ _AT (LX) +e—q(L+x)]z(_1) o2naL
p eft(l+e 20t P =

G(X,p):% io(_l) e~ d(n)L—x] +% io(_l) o~ d(2n+1)L+x]

La transformation inverse de Laplace terme a tépragpriété de linéarité) conduit a :
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T-Ti _ = n (21+1)L—x} ® n G{(2n+1)|_+x}
=Y (1) erfg “——L1—2|+(T. -T) Y (-1) erfg —Z—=
> (1) er{ = +(T, .)n§0( ) er s (2.9)

Cette solution converge rapidement pour les faidésurs de t.

2°Mméthode Décomposition de la température en un produfodetions et superposition des solutions.

Ti=T (X.O)

To=T(O,1) ©=T(2L 1)

- —>
0 2L X

Figure 2.6 : Schéma d’'une plague avec températaposée en surface

2
L'équation de la chaleur s’écrit : 97T _ 10T (@)
ox2 a ot
Avec les conditions aux limites : TX, 0T (b)
TO,)=T@2L,t)=7 (©

On effectue le changement de variable suivaht= T-T,

1A H 1 A 1 . azf -— 1 a?

L'équation(a) peut alors s'écrire : — ===

quation(a) p T Ta
Et les conditions aux limites deviennent : TXx0)=T; - Ty (b)
T(x=01t)=T(x=2L,t)=0 (©)

On peut aussi considérer par raison de symétrieplampie d’épaisseur L en prenant une conditioriude f
nul en x = L soit pour la seconde condition Iimitgy =0 (d)
X
On effectue une décomposition de la température uen produit de fonctions sous la forme:
T(x,t) =X(x)Y(t) . L'équation de la chaleur conduit a I'équatiorvante :

XY=Lxy" ou: ==L =-@?
a X ay
Ou w est une constante car les deux fonctions X etpé@ent I'une de x et I'autre de t. Nous en déchsiso
X"+@w2X =0 = X = A; codwx) +Bj sin(uwx)
2
Y+aw?Y =0 = Y =Ce 2!
— a2
Et T(x,t)=e *[A coqux) + Bsin(wx)]
La condition limite T(0,t) = 0 s’écrit alors : A =0

— a2
d'olr : T(x,t) = Bsin(wx)e !, les fonctions Y, (x) = sin (w,, X) sont les fonctions propres du systeme.
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La condition limite aT(gL' t) =0 pour tout t s’écrit alorsB cos{wL)=0
X

Cette équation admet une infinité de solutions lgqueappelle les valeurs propresy, = (2n+1)2—Ti avec

n variant de 0 a I'infini.
Le théoreme de superposition des solutions periéetigk la solution générale da) sous la forme :

T(x,t)= 3 Dy, sin(wyx) exp(— aw,? t)
n=0
La méthode générale de résolution est la suivante :

L_
Les termes Psont déterminés en calculaffi(x,0) Y, (w, x)dx de deux manieres :
0

- En remplacant T(x,0) par son expression déduite des données du sysieit@at initial :
T(x0)=Ti(x) @)

- En remplagant T(x0) par T(x0)= Y D,sin(w,x), on obtient la somme infinie:

n=0
IJ:?(X:O)dxzozo: IJ:Dn W (wnX) Wm(wpx)dx
0 00

L
On montre que si # m alors| §,(w,X) P (0m X) dx =0 (orthogonalité des fonctions propres)
0
L_ L 5
donc: [ T(x0)dx=[Dp Ym“(wmx)dx (h)
0 0
On détermine la valeur des constantgeb égalant les expressidgs et (h).

Appliquons cette méthode a I'exemple traité :

T " - Ti —To
Ona: [ T(x0)ym(wnx)dx = [(T; =Tg)sin(cp, x)dx =
0 0 Wn
L_ L ) L, L
et: [ T(X0) Y (wmX)dx = [ D sin“ (0, X) dX = Dy, [ Sin® (0w X)dx =D, >
0 0 0
2(Ti-Ty) _4(T; -T,
On en déduit D, = (Ti ~To) _ 4(Ti ~To)
w, L (2n+)m
et finalement :
- T(x,t)-T o _ 2
T(X,t) =M _4 sm{(2n+1)]—-[£} exp| - (2n+1)2 mat (2.7)
T, -T, T, 2n+1 2L 4 |2

Cette solution converge pour un petit nombre daeerpour les valeurs élevées de t (le premier tpeuae
suffire pour t élevé).

Remarque Dans le cas de l'utilisation des coordonnéesndghues on calculera plutét lintégrale :

L_
[ T(r0)r Y (w,r)dr pour déterminer la valeur des constantgs D
0

Une autre méthode moins générale consiste a é&cimndition limite T(x0) =T; - T, sous laforme :

n=0
condition initiale sur le domaine.

Tx0)=T,-Tp= Y D, sin{(Zn +1)g%} et a utiliser ensuite un développement en sérieadrier de la
En effet, une fonction f définie sur [0,L] peut@’ée sous forme d'une série de Fourier en sinus :
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_ 2 - (nTX 2k . ( nTX
f(x)= n§:j1 bn sw(Tj avec b, _Eg f(x)sw(T) dx

Nous pouvons effectuer un développement en sérieodeer en sinus de f(x) = (T To) sur l'intervalle
[0,2L]:

1 (2L mu Nnmx | -2L TG nmx
T-To=Y =| (T —To)sir(—jdu si —jz > =(Tj-Tg)——|co —j sir(—j
n=o Lo 2L 2L ) oL N 2L )], 2L

T —Tg = %’: 2(Ti—;T0) [1-cognm)] sir(n—nxj= i 2(T; - To) Zsin{%}

i 2L ) 2o (en+D)m
T -T _A(T —TO)§ 1 Sin{(2n+1)nx}
T Do 2+l 2L
4(T; - To)

Par identification, nous en déduisonsD = , Nous retrouvons le résultat établi précédemment.

m(2n+1)
3°Mméthode Utilisation d’une transformation intégrale saniariable d’espace.
Principe de I'utilisation d'une transformée intdgra la résolution de I'équation de la chaleur :

On applique a I'équation de la chaleur et aux égostrésultantes des conditions aux limites une
transformation intégrale permettant d'obtenir unawelle équation différentielle dont la résolutipius aisée)
conduit a I'expression de la températfirdans I'espace transformé. On applique ensu@tdadtransformation
inverse pour obtenir I'expression de la tempérafudans I'espace réel.

Le choix de la transformation intégrale la mieurde dépend de la configuration et des conditomns
limites. Si la température dépend de la varialbsghice r, on choisit une transformation du typeasti:

8(w) = é w(r)Ty(r,@) T(r,t)dr

ou D est le domaine de définition de la tempéeaaﬂw(r,t) est une fonction propre solution du systeme

formé par I'équation de la chaleur et les condgianx limites pour un nombre infini de valewss (n = 1,
2,.....). L'équation dont lesx, sont solutions est appelée I'équation transcerdaba fonction w(r) est choisie
constante et égale & 1 en géométrie rectangulaggate a r en géométrie cylindrique. La formuleégéle
d’inversion est alors la suivante :

w T, 0, 5
T(r, t)=n§l% e(wn) avec; N((on)zg[Tmn ((on,r)] w(r)dr

N(wr) est appelée la norme de la fonction propygr,t).

On trouvera en annexe A.3 la définition et les pégs des transformations les plus utilisées ldcep
Fourier et Hankel. On trouvera également en an#egeun tableau donnant les fonctions propres atsleu
normes, les équations transcendantes et les vammses pour les cas de figure les plus courants.

On applique cette méthode au cas de figure schsénsatr la figure 3.9.

2
L'équation de la chaleur s’écrit : 07T _10T @)
ox2 aot
Avec les conditions aux limites : TX, 0T (b)
TO,H=TC2L =7 ©

On effectue le changement de variable suivah=T -T,
Selon I'annexe A.6, la fonction propre eTs};(x,t) = sir(nTnX), on applique donc une transformation (finie

car le milieu est fini) de Fourier en sinus (cfnexe A.3) a I'équation (a) :
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Al = 070 (-2 T 1 (o) = £ 2 ) avee Tle=0)=Tlx=21)=To-T

(T, -T;)

dou : 5 [1—(—1)n 1]—”—

B T 2.2
La condition IimiteT(x,t :0) =0 conduit a :es(n) = M[l— (—1)n ]+ [1— exr{— n T[;itﬂ

La transformée inverse permet de calculer T(x,t) :

(3P| - e

T(x,t) = Mo-T) ¢ 4 [1— ex;{_ (2n +1)2”23tﬂ sin([zn +Ll]ﬂ><j

_|
—_
X
T,
N—
1]
N
M8
[
=

T S 2n+1 L2

Un développement de la fonction constante et égélen série de sinus permet de retrouver le aésidtla
2°Meméthode.

4*™méthode Transformation de Laplace, résolution et inergar la méthode de Stehfest .

Nous avons montré en appliquant ¥ héthode que la transformée de la température) it s'écrit :

_ (To=T)coshgx) _ AT coshgx) _\/B
8(x,p)= p costaL) = b cost{gL) avec q =~

La température T(x,t) peut s’en déduire en applifiiaméthode de Stehfest pour trouver la transterde
Laplace inverse d&(x,p) :

T, =T, +@ J_%vj e(x,Lt(z)J (2.11)

Un nombre de termes N=10 est suffisant pour obtex@rprécision satisfaisante. Les valeurs desicisgfts
V;j correspondants sont donnés en annexe A.4.

Comparaison des méthodes

La méthode permettant darriver le plus simplengeane valeur de T(x,t) est & méthode qui ne fournit
toutefois gu'une solution numérique approchée dmlation et qui n'est pas a I'abri d'instabilitBemériques
dans certains cas tres particuliers. Un nombresatees N = 10 dans la formule (2.11) permet d’obtene
précision satisfaisante. Viennent ensuite par addréifficulté croissante 1a™f méthode puis 1a“2€et la 3™
méthode.

Le premier terme de la formule (2.9) représenta b température aux temps courts alors que feigre
terme de la formule (2.10) représente bien la teatpée aux temps longs.

On trouvera a titre d'illustration sur la figureB2a représentation de la température ré a
T, -T,
0 i

T(x, )T,

2,5 cm du bord d’'une plaque d’épaisseur 10cm poumatériau de diffusivité a = Fort.s?
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1.4
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1.0 —
e

0.8 =

0.6 -

04 / — (3.15) avec N=10

/ — - (3.13) avec 1 terme
02 ---(3.14) avec 1 terme ||
0.0 ’ !

0 1000 2000 3000 4000

Figure 2.8 : Température réduite dans une plagueutée par les différentes relations

2.4 Systemes complexes : méthode des quadripbles

Dans ce paragraphe, on notera :
- 0B(x,p) latransformée de Laplace de la températ(ug).
- ®(x,p) latransformée de Laplace du flux de chajdi,t).

On trouvera en annexe A.7 un récapitulatif des ioegrquadripolaires associées aux systemes les plus
couramment rencontrés dans la pratique.

2.4.1 Ecoulement unidirectionnel dans des murs plan S

Mur simple

On consideére le cas d’un transfert de chaleur wggtionnel dans un mur d'épaisseur e.
ﬁ = la_T (a)

La température T(x,t) au sein du mur vérifie I'étjon :
ox? a ot

2
En appliquant la transformation de Laplace a I'éiguga) on obtient :% :g 6 (b) siT(x,0)=0.
X

Ou 6(x,p) est la transformée de Laplace de la temperat(x,t) (cf. annexe A.3.1).

L'équation(b) admet une solution de la formé(x, p) = k, (p) cosh(qx) + k, (p)sinh(qx) avec q2 = p
a
La transformée de Laplace du flux en un point quece du mur s'écrit :
D(x,p) = L[— XSa—T(x,t)} = —XSL[a—T(x,t)} = .59 (x p) ©
0X oX dx
Cette relation permet d'expriméx(x,p) en fonction de Kp), kx(p) et x :
®(x,p) = -1 Sk, gsinh(qx) - Sk, gcosHqx) (d)

Les relations (b) et (d) peuvent étre écrites erdxet en x = e, on obtient :
0(0,p) =k, ®(0,p) = -1Sk,
6(e,p) =k, cosi{ge) + k., sinh(qe) ®(e,p) = -1 Sgk, sinh(ge) -1 Sgk , cosi{ ge)

Il est possible d'éliminer ket k entre ces 4 équations ce qui revient par exempgbgoamer 0;, ®;) en
fonction de @, ®,), on aboutit a:

1 .
0(0,p) cos{ge) —— sinh(qe)|[ 6(e,p)
_ (2.12)
LD(O’ )} A gSsinh(qge) M?:isi(qe) LD }
— _J
e

Matrice quadripolaire M
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On a la propriété : det (M) = 1 ce qui permet diBtda relation réciproque :

[e(e,p)}: cosl{qge) —%Ssinh(qe) [e(o,p)}
®(ep) -2 gSsinh(qge) (?osr(qe) ®(0.p)

On peut par ailleurs établir une analogie enty@d@agation d'un courant en régime sinusoidal gtlesfert
thermique unidirectionnel en régime transitoire :

Intensité du courant électriguel— Flux de chatians I'espace de Laplad¥x,p)
Potentiel électrique U _— Température dans I'espacdeaplacé(x,p)
Impédance électrique Z _— Impédance thermique Z

Laloi dOhm U- U= R Isetraduit par: ;F T, =R ¢

La loi des noeuds z | =0 se traduit par :Zzp =0

Moyennant ces notations, la relation quadripolé®d.2) peut étre représentée par le schéma éleetriq

équivalent de la figure 2.9.

ot Z Z P,

—_ 1 —_
—1 | l% [

]
s
0, Z; 0.

Figure 2.9 :Schéma électrique équivalent a un mur simple eimetgariable

Avec dans le cas du mur plan :

cost(qe) -1 ot 7 = 1

Z,=2,= . 3T

A Sgsinh(ge) A Sgsinh(ge)

Mur avec échange convectif

On considere le cas d’un mur échangeant de lawtiade convection avec un fluide (cf. figure 2.10)

La relation ¢ = hS[Too _T(x:O)J peut aussi s'écrire T, = h£S+T(X:°) gue I'on peut traduire dans I'espace de

Laplace par 9, =0, +% si ® est la transformée de Laplace du fluxet6 la transformée de Laplace

de la température T.

¢ =hS[T-Tx=g) —"

»
»

0 e

Figure 2.10 : Schématisation d'un mur simple avangfert convectif

On peut donc écrire sous forme matricielle quadiipe:
0 1 0,
@ | = hS (x=0)
oo ]

(x=0)
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Résistance de contact entre 2 murs

Considérons maintenant le cas du transfert dewhal&avers une résistance de contact R a I'eteréntre
deux milieux solides tel que représenté sur la@igull.
T1(x=0) ~ T2(x=0)
R
traduire dans I'espace de Laplace pﬁ[(;(zo) = eZ(x:O) +R® si @ est la transformée de Laplace du fluxet

6; la transformée de Laplace de la température T

Le flux de chaleur s'écritg = peut aussi s'écrire Tl(x:O) =R¢ +T2(X:0) gue l'on peut

— Résistance de cont:

v

Ty

L To

Figure 2.11 : Schéma de deux murs avec résistamcewitact

On peut donc écrire sous forme matricielle quadiipe:

o o Wl
= 2.14
o, |"lo 1]|o, (2.14)
Mur multicouches avec convection et résistancescdetact
D) Ro3

Fluidel a T

Convection, h @ @ Convection, h

Fluide2 a %

Figure 2.12 : Schéma d’'un mur multicouches aveweotion et résistances de contact
Les équations matricielles quadripolaires précéden établies nous permettent d’écrire :
e 3l e
1 2

0o 1 C, Dijj|0 1 |/C, D,||0O 1 ||C; Dgllo 1
sinh(g, €,
avec:A, =D, =cosi{q ) ; Ci=x, q Ssinh(q e ) ; Bi:% et q = fa—FT
i

La description du probléme sous forme matriciefierpet d’en obtenir une formulation trés simple ge q
montre tout I'intérét de la méthode des quadripdles

Milieu semi-infini

Il a été démontré que la température dans I'esfgataplace d'un milieu semi-infini s'écrit :

24 Théorie et pratique de la métrologie thermique esydannot- 2011



8(x,p)=Ae ™ ou q= |2
a
On en déduit la valeur de la transformée de Lapladdux en un point du milieu semi-infini :

®(x,p) =-A S@ =\ gqSe ™ =\ S8

dx
Avec ¢ :\/E :wf_pcp
a A
® peut donc aussi s'écrireb = A gS6 = A /& S6=,/ApcSp0=ES\p6
A

Ou E est I'effusivité thermique.
On pourra donc écrire en tout point d'un milieuiseifini :

o/ esipo -

Mur a température uniforme

Dans le cas d'un "systeme mince" : mur dont I'épaiset/ou la conductivité thermique permettent de
considérer sa température comme uniforme (Bi < Qdifférence entre le flux de chaleur entradedtux de
chaleur sortant du systeme s'écrit simplement :

o, -9, = pcv% soit en appliquant la transformée de Laplade, :— ®, = pcVpb

Ce qui peut se traduire sous forme quadripolairdspeelation :

2l 3]
P, pcVp 1] P,

2.4.2 Ecoulement radial

Cylindre creux L

................... _ _.T_f.l_.j_rz

Figure 2.13 : Schéma du cylindre creux

On montre de la méme maniére (Maillet et al, 2Q@) les températures et les flux dans I'espaceagiate
peuvent étre reliés par une relation quadripotaire

{i((réli))Hé o) {i((réﬂ?ﬂ
A=an, K, (ar)1,(ar)+K @], (ar,)
__ L

B= [Ko(qu)lo(qrz)_Ko(qrz)lo(qu)]
21l

(2.17)

C=2nlLpcpnr, [Kl(qu) |1(qr2)_K1(qr2) |1(q rl)]
p=ar,[K,(ar2) 1,(ar)+K, far, )i, (ar,)]
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lo, I1, Ko et K; étant des fonctions de Bessel (cf. Annexe A7)déterminant de la matrice quadripolaire est
égala l.

Cylindre creux semi-infini

Comme dans le cas du mur plan, on montre quepBoih écrire en tout point d'un cylindre creux isem
infini (r, - o) (Maillet et al, 2000) :

&)

6 K 2.18

HEAEAAP @18)
Ko(qu)

Sphere creuse

i

T
2 ry

Figure 2.14 : Schéma de la sphére creuse

On montre de la méme maniére que pour un mur paillét et al, 2000) que les températures et lgs fl
dans I'espace de Laplace peuvent étre reliés garaletion quadripolaire :

6(r..p)]_[A B][6(r,.p)

|:CD(I'1,|3):|_|:C D}L)(rz*p)}
A:r_zcosi‘(p)—Sin—h(p)

r qr,
B= sinh(p)

ATAqr, T, (2.19)
C=4m\ rzl(l—r—l] cosh{p) +(q r —isinh(p)ﬂ

r, qar,

D:r_lcosr(p)+8in—r(p)

r, ar,

Le déterminant de la matrice quadripolaire est adal
Sphere creuse semi-infinie

Comme dans le cas du mur plan, on montre quepBan écrire en tout point d'une sphére creuse-semi
infinie (r; - ) :

e 0 2.20
{J"Lmrl(uqu)e} (2.20)
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2.5 Conduction multidirectionnelle en régime variab le
2.5.1 Théoréme de Von Neuman

Certains problémes bidimensionnels ou tridimenstmpeuvent étre résolus par combinaison de 2 ou 3
solutions monodimensionnelles. Considérons par pbeeta cas d’'une barre rectangulaire infinie (lomgutrés
grande devant les cbtésq2&t 2L,), elle peut étre considérée comme l'intersectienddux plaques infinies
d’épaisseurs respectives 12kt 2L, Le théoreme de Von Neumann permet d'affirmer tpuéempérature
adimensionnelle de cette barre s’exprime commeddyit des températures adimensionnelles des dagugs
infinies dont elle peut étre considérée comme d&fatgrsection :

T(x,y,t)-T,, _ T(x,t)-T, y T(y,t)-T,,
I — — (2.21)

barr@L1x2L o Ti B T°° plaqueelq Ti B T°° plaquezL »

Remarques :
- Il faut vérifier que les conditions initiales ebdimites sont satisfaites sous forme adimensidanel
aprés décomposition de la géométrie considéréatenséction d'éléments simples.
- Des géométries plus complexes peuvent égalemedés@mposer en intersection d'éléments
simples, comme par exemple :

- Cylindre semi-infini = Cylindre infinin Milieu semi-infini
- Barre rectangulaire semi-infinie = Barre rectangalafinie N Milieu semi-infini
- Cylindre hauteur 2L = Cylindre infinih Plaque épaisseur 2L...

2.5.1 Transformations intégrales et séparation de v  ariables

Les problémes de transfert multidirectionnel deHaleur peuvent dans certains cas étre traités eoemm
unidirectionnel par transformations intégraleségiasation de variables. Nous traiterons simplercerd titre
d’exemple le transfert de chaleur dans un cyliriohied’épaisseur e et de rayon R, initialement @pérature
uniforme, lorsque l'une de ses faces est soumiseeadensité de flux de chaleur uniforqgt). Le cylindre
échange de la chaleur par convection sur toutdases avec le milieu environnant (cf. figure 3.30)

hy
Q2
@o(t)

bvavbyiddy
Sk

s

h

Figure 3.30 : Schéma du systeme modélisé(Méthadh BD)

Si l'on considére queg(t) est un Dirac, on retrouve la méthode Flash déh B®ans ce cas,
®o(p) = Llgo(t)] =1.

Le probléme est & symétrie cylindrique on utilisedI’équation de la chaleur en coordonnées cytines :
2 2
0°T(r,z,1) +laT(r,z,t) L9 T(rzt) _19T(r,zt) @
or? rooor 022 a ot

La méthode de résolution utilisée est la suivante :
- Transformation de Laplace
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- Séparation des variables

( A% =hy[T(r0.0) T ]-@o (1) ®)

—Aw =h,[T(ret)-T;] ©

Conditions limites et initiale : < w =0 (@)
_;\@ =hs[T(R 1) -T}] ©)

T(r,z0) =T, ®)

On poseAT(r,z,t) = T(r,zt) - T; et L[AT(r,zt)] = 6(r,z,p)

2 2
La transformée de Laplace de (a) s'écr‘?t e( r.2,p) +1 08(r,zp) + 0°8(r,z,p)
or? rooor 0z°

On écrit la température aprés transformation déalcagsous la forme suivanted( r,z,p) = R(r,p) Z(z,p)
O’ R(,P)Zzp) , 1OR(.P)ZEzp) , > R(LP)Z(ZP) _

_b
__e 149
Po(r,2p)

P R(.p) 2@z p)
a

or? r or 922

1 (0°R(p)  10R(LP)|, 1 0°Z@zp)_p

Rbp\ or2  r o Z(zp) o0z° a
2 2
On en déduit :— L[ 9“REP  1OR(P) =—a? et: 1 9 Z(z,p)_ 2 =0
RO o2 1 o Z@zp) oz
avec: y2=Puq2
a

Les solutions des équations ci-dessus sont :
R(r,p) = AJy(ar)+B Yy (ar)
Z(z,p) = Gsh(yz) + Dch(y2)
Application des conditions aux limites :
Yo(ar) —» —o lorsque r — 0, or la température doit rester finie donc B=0 R{r,p) = AJy(ar)

0T(R,z,1)
or

Enr=R:-A = h, (T(R,z,t)—Te):—AWZMR(R,m

w=—AaJl(ar) donc:AAaJ;(aR) =h3 AJy(aR)
r

h,R
On pose :Hy :% et w=aR,
Les valeurs propres, sont solutions de I'équation transcendante; (w) =H 5 Jo (w)

0T(r,et) _
0z

Enz=e=A hz(T(r,e,t)—Te):—)\%=h2 Zep)

D'ott: -A[Cy ch(ye)+Dy sh(ye)]=h, [ Csh(ye)+ Dch(ye)] avec:y?=P+a? et w=aR
a

Enposant: = y e et sz%

On obtient =[CBch(B)+ D Bsh(B)] = H,[ Csh(B)+ Dch(B)]
Or: 8(r,z,p) = R(r,p) Z(z,p) = AJy(ar) [Csh(yz)+ Dch(yz)] = CAJy(a r){sh(yz)+%ch(yz)}
D ___H,sh()+Bch(B)

Dou: —=

'C -Bsh(B)-H,ch(B)
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Onpose:E=AC
r,z = ar) s Z)+ HZSh(B)+BCh(B) Cc z
er2p) = (o) shiy2)+ S B o)
[(-BSh(®)-H ch(g))chlyz) +(H, shig) +Ben(g)shiy )
—Bch(B)-Hzsh(p)
o(1,2:) = Flfa 1){[-Bh(B) - H ch(Bllchly2) +[H sh(p)+Ben(Blsiyz)

8(r,z,p)=EJp(ar).

Aprés développement et factorisation on obtient solation particuliére. En faisant la somme de b &

I'infini de ces solutions, on obtient la solutioérgrale :

6(r.zp)= ':;ja Jo(an 1) [By ch(va (e=2))+ Hy sh(y, (e~2))]

enz=0: A 20— (1(10.0)-T.)- 0ol

Soit : )\w =h16(r,0,p)~ Do (p)
N o Jo(an ) [=Ba Yo shlyn (6=2)=Hz Y (v (-2 ..
M "EFa 3o i 1 Ba chiyn (e=2) +Ha shlyn (e=2))] = -0 r)

ni_fz':n Jo(an 1) (A Bn Yn sh(yn €+ A Hy v, ch(y, €)+hy B, ch(y, €) +Hy hish(y, €)= @g(p)

En posantH, :eThl , on obtient : §; FnJO(anr)%[(Bﬁ +H2H1)sh(Bn)+Bn(H2 +H;)ch(B, )]:CDO(p)
n=1
SiTon pose Gy = Fy  [B2 + HzHy Bh(Bn) +Ba(Ho + Hy)en(@, )]

Onobtient: G, Jo(apr)=®q(p)
n=1

R
L'orthogonalité des fonctions propres permet diécri Jy(at,, 1) (0, 1) rdr =0 sia, Za,
0

R o R
Donc [rdg(am rdr 3G, Jg(anr) = [®o(p) rdo(amr)dr
0 n=1 0

R R
Dol : Gy, [rIg(a,ndr=[®g(p) rdg(anr)dr
0 0

R 1
. - (j)d)o(p) rJo(o,rdr ] CDO(p)—nRJl(anR) _ 20, (p)
ITr.](z)(O(nr)dr R?Z(Jf(an)+J§(anR)) (D,{1+ wﬁz]‘ll(a”R)
(o} H3
On en déduit finalement :
0(1,2.p) = 3 Filfaor) [Brchlyao-2) + Hostiya o-2)) (2.22)
e
Zq’o(P)X

ou:F, =

on (1+;’—§Jal(wn)[(rsﬁ +HH JsHBn) B (Ha + Hy)ch(s )

3
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. . . . Wpdq (W ! .
Les w, étant les solutions de I'équation transcenda}@témn)=% résolue numeriqguement. Une

3
centaine de termes est suffisante pour cald(tez,p). On calcule ensuite T(r,z,p) par transfdiorade Laplace
inverse effectuée numériquement.
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3 MESURE DE LA TEMPERATURE

3.1 Thermomeétre a colonne liquide

On utilise la dilatation linéaire d’'un liquide eoriction de la température.

3.2 Thermocouple

On utilise I'effet Seebeck : lorsque les deux jmms de deux fils de nature différentes sont perééales
températures différentes, il nait une différenceatentiel qui croit avec la différence de tempéet

- Fil matériau 1

U=k (T>Ty) ': T2 ‘: T1
o Fil matériau 2

Figure 3 .1 : Schéma de principe d’'un thermocouple.
Des tables donnent pour chaque type de thermoctautdasion U(T) délivrée lorsque la jonction freidst &

0°C et la jonction chaude a T. La fonction U(T) pétre linéarisée sur des intervalles réduits depéature
ainsi que le montre le tableau 3.1.

Tableau 3.1 : Valeur de U(T) pour un thermocoupléype T (Cuivre-Constantan).

valaurs rélles Maodele lingaire : Mod&le parabolique
UM=0,04189 T UiM=4,14710° T2+ 0,003863 T

T LT Uy caie all T cak: AT Uy caie Al T cak AT

C mi i mi “C “C mi mi/ °C C

0 0 0 0 000 | 0,00 | 0,000 0 0,00 0,00

10 | 0,391 o419 | oo2e | 933 [ o67 | o300 [ ooo0s33 | 1001 | 001
20 | o789 | o0g38 | op4s | 1883 [ 147 ] o7sa | oooozze | 1s9a | oo
30 | 1196 | 1257 | oo61 | 2854 [ 146 | 1196 | oooozs3 | zeea | oo
a0 | 1,611 1676 | 0,065 | 3845 | 1,65 | 1,612 | 0000632 | 3983 | 002
50 | 2,035 | 2095 | 006 | 4857 | 1,43 | 2038 | 0000275 | 48,93 | 0,01
60 | 2467 | 2514 | o047 | 5888 [ 142 ] 2467 | ooooziz | eooo | o0
70 | zm08 | 2833 | o025 | 6940 [ om0 | 2807 | ooooss7 | roo1r | oo
g0 | 3357 | 3352 | ooos | soqz [ o042 ] 3386 | oootosz | sooz | ooz
oo | 3813 | 3771 | op4z | 9100 [ 100 [ 3813 | ooo0z13 | eooo | 000
100 | 4,277 419 | 0,087 | 10208 | 208 | 4,273 0,0008 | 9998 | 0,02

Les principaux types de thermocouples et la gamenechpérature dans laquelle ils sont utilisables ks
suivants :

Type T: -185 a+300 °C Cuivre-Constantan

Type K: 0a1100°C Nickel-Nickel Chrome

Type R : 0 a1600°C Platine-Platine Rhodium

Type G : 20 a 2360°C Tungsténe-Tungsténe Rhenium

Dans les méthodes instationnaires de mesure desigigs thermiques, la connaissance de la températu
absolue ne présente pas d'intérét, on a seulenesoirbde mesurer une élévation de température detre
instants. On peut constituer une température drerdfe en réalisant deux blocs de matériau tréssitff
(cuivre, aluminium par exemple) dont on pourra aérer la température constante et uniforme pentant
durée de la mesure compte tenu de leur forte dépeatbrifique. On perce un trou de petit diamdaes chaque
bloc et on réalise la jonction entre chaque fitldermocouple et deux fils de cuivre dans les tpraiqués dans
les deux blocs. On mesure ainsi aux bornes desfilede cuivre la tension aux bornes d’un thermgale dont
la soudure froide est & la température (consta@e)blocs et dont la soudure chaude est a la tatopérgue
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'on veut mesurer. On en déduit la variation depérature en assimilant la courbe température enkipn) a
une droite sur de petits intervalles de températuest impératif d'isoler les blocs électriquerh@es entourer
de ruban ou de vernis isolant) et préférable deideler thermiquement (les entourer de polystynpae
exemple).

Fils de cuivre reliés a un enregistreur de tension

Blocs en aluminium
isolés électriquemen

Isolant thermique————» /

&

Fils d'un thermocouple

Figure 3.2 : Dispositif de réalisation d’une jonati & température constante.

La réalisation de la soudure de deux fils pouriséalun thermocouple est délicate, on peut se otamt@our
les fils de faible diametre de les torsader. Dangas la température mesurée est celle du deroiet ge
contact entre les deux fils.

La mesure d'une température de surface est délicateuse du contact imparfait entre la soudureldou
torsade) des extrémités des fils et la surface danveut mesurer la température. Il subsiste tasjamne
résistance thermique de contact entre les deufagese plus ou moins la mesure. Il est préfémddialiser un
contact séparé en appliquant (par un morceau denradhésif si la température le permet) les extésmes
deux fils du thermocouple sur la surface & uneadéest de quelques mm. Le contact électrique est adalisé
par la surface elle-méme & condition gu’elle soitductrice (si elle ne I'est pas on la recouvrend’fine couche
laque d’'argent conductrice). On mesure ainsi laenog des températures des deux points de contataien
sOr qu'il nexiste pas de résistance de contaekidtence d’'un défaut de contact est facilemeréredge car il
conduit & une tension nulle aux bornes du thermaledgircuit ouvert).

Lors de mesures en régime transitoire rapide,tilimmportant que le thermocouple présente un tengps d
réponse le plus faible possible. Plus les fils $o1#, plus le temps de réponse est faible, onr& doujours
intérét a utiliser les fils les plus fins possibl&n utilise souvent des fils d'un diamétre dedrer de 0,1mm
achetés en bobine présentant un temps de répons€ordee de 0,1s, exemples de fournisseurs:
http://www.omedga.fr/default_fr.asgttp://www.tcdirect.fr/.

3.3 Thermistance

Figure 3.3 : Vue d’'une thermistance

C'est un composant passif en matériau semi-condu@el'auto-échauffement par effet Joule estigégble,
sa résistance varie avec la température selomnila lo

R(T) = R(Tp).exp [B (/T - 1/T)]

Les températures sont exprimées en degrés Kelvat, TBsont des constantes caractéristiques du composant.
Comme la résistance diminue avec la températureoomme parfois les thermistances résistances CTNr (po
coefficient de température négatif).

La caractéristique courant-tension présente paucderants faibles une partie linéaire puis ureplatet enfin
pour les courants plus intenses une zone a pegétives qui correspond a I'auto-échauffement du csapt.

La gamme d'utilisation est -50°C a 200°C.
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3.4 Résistance de platine

On utilise une résistance de platine sous form@l diont la résistance augmente quasi-linéairenaseaic la
température, on a par exemple pour une résistaaoe P

R=100+0,3864 T
Avec : R Résistanc&)
T Température (°C)

Tableau 3.2 : Valeur de la résistance d'un fil ldgipe en fonction de la température

T Fipt Flpteaiase AR T canp AT
i ] ] ] i "
1] 100 100,00 1] 0,00 0,00
l 101,95 101,93 no1a A,04 0,05

10 103,89 | 10386 | 0,036 10,09 0,09
15 | 108,35 | 10580 | 0,054 15,14 0,14
20 | 107,79 | 107,73 | 0,062 20,16 016
25 | 108,73 | 108,66 0,07 25,18 RE
30 | 111,67 | 111,58 | 0,078 30,20 0,20
35 | 113,61 | 113,52 | 0,086 35,22 0,22
40 | 11554 | 11546 | 0,084 40,22 0,22
45 | 117,47 | 117,38 | 0,082 45,21 0,21
a0 119,4 | 119,32 0,08 50,21 0,21
85 | 12132 | 121,25 | 0,068 56,18 018
BO | 12324 | 12318 | 0,086 B0,14 0,14
B5 | 12516 | 12512 | 0,044 65,11 0,11
70 | 127,08 | 127,058 | 0,032 70,08 0,08
75 | 12898 | 128,98 0,01 75,03 0,03
a0 1308 | 130,81 | -0012 | 78,97 | -0,03
85 1328 | 132,84 | -0044 | 84,88 | -011
a0 | 134,71 | 13478 | -0066 | 8983 | -07
95 | 136,61 | 13671 | -0098 | 9475 | -0,25
100 | 13851 | 13864 | -013 G366 | -0,34

La gamme de température dans laquelle ils sorsaltles est de -200°C & +850°C.

3.5 Détecteur IR

Ce sont des détecteurs optiques (photovoltaiquesjudiques mMqui générent un courant quand ils sont
exposés a un rayonnement infrarouge. Placés prat#hds surface dont on veut mesurer la températisre,
délivrent un signal proportionnel a la températule surface si les écarts de température sont gaible
(linéarisation possible du flux radiatif proportiwt & T). Leur intérét est de permettre une mesure sanaco
donc sans perturbation de la surface dont on vestirer la température. lls présentent égalemeteraps de
réponse pratiguement nul ce qui permet d'étudierphenoménes transitoires de quelques ms. IIs gitsds
d’étre maintenus a température constante la plasebpossible par utilisation d’'azote liquide oéléhnent
Peltier, leur colt est relativement élevé. Exemple

Les détecteurs J10D sont des photodiodes a I'Antime d'Indium
(InSb) de haute qualité fournissant une excellpetéormance dan
la région de longueur d'onde de 1 & 5,5 um. Larteldgie mono
cristal a jonction p-n produit des détecteurs dargt vitesse et de
faible bruit avec une excellente uniformité, linéaet stabilité.

Applications
Imagerie Thermique, Guidage par Infrarouge
Radiometres, Spectrométrie
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3.6 Caméra IR

Ces cameras permettent de mesurer non plus unérggome ponctuelle mais un champ de grandeurs
proportionnelles a la température. Un calibrageagtirpd’'un corps a température contrblée et d'éwitss
connue est nécessaire pour remonter aux tempé&atgr@ombre d'informations a traiter devient tiréportant
et nécessite d'utiliser des techniques de traitérdansignal performantes. Les applications sonttipias :
détection de défauts dans des plaques, mesureadgadfe diffusivité thermique... Exemple :

Thermography Camera PV320T Electrophysics' PV32@r i
calibrated thermal camera incorporating a high regmn
(320x240) uncooled focal plane array.

Features:

-10° to 500°C calibration
2% accuracy

USBZ2.0 high speed output
0.08°C sensitivity
Broadband 3-14pm

3.7 Choix d’'une méthode de mesure

Dans les applications de métrologie thermique fiwsiraire, le thermocouple présente I'avantageel'taile
plus faible par rapport a la thermistance et |ssipilgé de mesurer une température ponctuellegggport a la
résistance de platine qui est plutdt utilisée poasurer une température moyenne sur une lignerawnsu
surface. La grandeur & mesurer est une tensiorraiésdacilement & condition toutefois de dispasen bon
amplificateur compte tenu des faibles valeurs ‘@elle de 0,04mV par °C) a mesurer.
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4 METROLOGIE THERMIQUE : OUTILS ET METHODES

4.1 Introduction

Nous allons dans ce chapitre présenter les outileseméthodes utilisées par la suite dans legrdifits
dispositifs de caractérisation thermique présenidmus illustrerons d'abord sur un exemple I'intéckt
l'utilisation d’'un modéle complet établi dans lesctaité par application de la méthode des qualdspd
thermiques. Nous présenterons ensuite les avantigéa réalisation préalable d'une étude de siitSibes
grandeurs mesurées aux parametres inconnus avamtéae@e brievement les méthodes utilisées pour
I'estimation des parametres et I'évaluation derkcigion des estimations. Nous conclurons en prasenla
méthodologie globale retenue pour I'étude des wiffies méthodes présentées par la suite.

4.2 Intérét d’'un modéle quadripolaire complet

Un certain nombre de méthodes de caractérisatermtifjue sont devenues populaires du fait de lalgiitép
du mode d’exploitation des résultats, ce qui reprEst un avantage décisif lorsque les moyens ldelogtaient
plus limités qu’'aujourd’hui. Dans cette catégoras pouvons ranger la méthode du plan chaud guigqier
d’estimer I'effusivité thermique par simple estiiatde la pente d’'une courbe expérimentale de teahpe. La
méthode du fil chaud permettant d’'estimer la cotidité thermique par une méthode analogue en fait
également partie. Ces méthodes simples reposeefdmutoutes sur des hypothéses qu’il n'est paptos aisé
de vérifier telles que : inertie des sondes néghfgs, milieu semi-infini. Le développement des emsyde
calcul permet maintenant d'utiliser des modélesspleomplets faisant appel a moins d’hypothéses
simplificatrices ou permettant de les vérifier phiraplement.

A titre d'exemple, nous allons illustrer l'intérée l'utilisation d’'un modéle quadripolaire complpour
I'exploitation des mesures de caractérisation thggrenpar son application & une méthode classigliséet par
de nombreux auteurs (Andersson, 1976), (Nagasaktaghshima, 1981), (Backstrom, 1982), (Zhang et al,
1993) : la détermination de la conductivité themmicpar la méthode du fil chaud. Dans cette méthode,
mesure |'évolution de la température d’un fil déaguel est dissipé un flux de chaleur constanti] étant placé
dans le matériau a caractériser.

Le voisinage du fil chauffant est schématisé stiglare 4.1 :

Résistance de contact Rc

Echantillon = cylindre creux rayon
intérieur p, rayon extérieur infini —

Température T(L)_/

Figure 4.1 : Schématisation du fil chaud

Fil chauffant : rayon ¢f
température (t)

La modélisation du systéme a I'aide du formalisme guadripbles permet d’écrire (Maillet et al, 200
1 lolar) 1

8o 1 9
o |= 2mLaro 13(aro) S?CWOZLP F RC} 2w Lary K2(970) g (4.1)
p | |pcrmiLp o lo(aro 0 1 % Kolar)
2 Il(q o ’
_ |P
avec (= \/;
Ou
6o Transformée de Laplace de la différeng) T To(t=0)
0 Transformée de Laplace de la différence T (t)t=0)
Rc Résistance de contact a I'interface résistahaaffante / échantillon
c Chaleur spécifique du fil chaud
p Masse volumique du fil chaud
A Conductivité thermigque de I'échantillon

36 Théorie et pratique de la métrologie thermique esvdannot- 2011



a Diffusivité thermique de I'échantillon

p Variable de Laplace

o Rayon du fil chauffant

L Longueur du fil chauffant

do Puissance dissipée dans la résistance chauffante

lo, 11, Ko, K1 Fonctions de Bessel
_ o Ag+(AgRc+Bg)/Z

D'ou : ) b Co+(CoRc+Do)/Z 4.2)
avec Ag=1; By=—— lofar) 1 . Cp=pcmyilp ; D _aro lo(aro)
077 PO 2miarg 1(aro) pcrmg?lp 0 0 © 707 2 1y(ar)
1_ K1(aro)
—=2mALgrg ———34
Z Ao Ko(aro)

En négligeant I'effet de I'inertie de la sondetdepérature du fil chaud s’écrit dans I'espace ajgldce :

_9 s . Ko(aro)
%) p Re 2mA Laro K4(aro) 439
Dans I'exploitation classique de la méthode deHaud, on considere I'hypothése un fil fig fetit) et I'on se
place aux temps « longs »<{®), ce qui permet d'utiliser les développementstémdes fonctions de Bessel au
voisinage de O :
Ko(X) =-In(X) ; Ky(x) = 1/x ; b(x) =1 ; h(x) = x/2

. . 1 2TmAL
ui conduisent 3Ag =1 : By =0 : Cp=pCmgilp : Dg=1 ;: ==-
Q 0 0 0 =PCTlp~LpP 0 7 W
On en déduit : go=do Z*Re (4.4)
p mep(R, +2)+1
Ou m est la masse du fil chaud.
In(ro\/EJ |n(r_0)
a _
Soit: 8, =20 (z+R,)=%0 |- L T g 1% in(p)__\ Va +R, (4.5)
p p 2TAL p | 4TMAL 4TIAL

L'utilisation des tables de la transformée de Leplaverse permet de calculer la températyf® dux temps
longs :

0o In| &
0
bo Y90 va
Tolt)-Tpl0)= ———In(t)+R - - 4.6
o(t)-To0) 4TAL (1) +Repo ATAL  2m\L (4.6)
Ouy=0,57721 est la constante d’'Euler.
o ln(\/roj
Soit finalement : T)-To(t)= —2— In(t) + Rc- aly Y 4.7
(t)-Tolt) ATIAL (t)+0 2L 4T\L @.7)

Moyennant les hypothéses citées plus haut, le ttaci(t) — To(t=0) en fonction de In(t) est donc une droite

de pentelhi))\—oL dont la détermination permet d’'estimer la conditéithermique\.

Le graphe sur la figure 4.2 représente pour différ cas de figure I'écart en % entre la penteadmurbe

bo

T¢0,0,t) = fIn(t)] calculée entre et {+ 100 s et la vaIeUer)\l;L obtenue pour un temps infini. Cette pente a
été déterminée en calculant la températy(@,d,t) par transformation de Laplace inverseadéotmule (4.3)

par la méthode de Stehfest avec 10 termes (Steh88) ou de De Hoog (De Hoog, 1982) puis pawveédn
par rapport a In(t). Les valeurs suivantes onuétisées dans les calculs :
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$o=0,5 W.ni ;A =0,12 W.m-°C ; E = 300 J.f.°CLs¥?; Re=—— ; pc= 210° Jm3°c™?
2mgh L
Les différents cas de figure traités sont les sus/a

a) rp=0,25 mm, fil chauffant de masse nulle, résistaste contact nulle,
b) ro=0,25mm pc=210° Im3°C! et h=10000 W.rR°C?

©) 1o=0,25mm,pc=210° Im>.,C et h=5000 W.rR°C*

d  r=05mm, pc=210° Im>.,C! et h=10000 W.rR°C?

Les valeurs du rayon retenues sont du méme ordggadeleur que le rayon du fil chaud utilisé pataies
auteurs, nous avons par exemple relevé l'utilisatiune sonde de 0,7 mm de diamétre pour mesurer la
conductivité de fruits et Iégumes (Liang et al, 299

L'analyse de la figure 4.2 conduit aux remarquegasiies relatives au cas de figure traité :

- I'erreur due a I'approximation < petit », représentée par la courbe a), n'est pgigeable : elle est de
I'ordre de 1 & 2 % pour les intervalles d’expladatusuels. Cette erreur qui augmente rapidemest lav
diametre du fil (ainsi que le montre la différecdre les courbes b) et d) entre lesquelles saalytn a
varié€) est due a I'approximation :

2T\ Lar Kylarg) __ 2mL (4.8)
Kolaro)  Inaro)
- I'erreur due a I'approximation « sonde de masséenutonduit a des erreurs de plusieurs %, cetézier
augmente avec la résistance de contact pour unemé&sse de sonde ainsi que le montre la différence
entre les courbes b) et c¢) .

Ecart relatif entre la pente de la courbe T-T = fIn(t)] estimée
entre t, et to+100s et sa valeur asymptotique

10
8_\\ a)_
\\\ ___b)
6\ Y \\ ----C)_
~~~ \\ ——d)
N~ .. ~
4 N~ S, ~
- - ~
~ . S ~
2\\\\ ~ . \\
— = R T —
O — s . . T e
10 100 1000

Figure 4.2 : Ecart relatif (en %) entre la pente Becourbe T-§ = f[In(t)] estimée entreqtet H+100 s et la

bo
4TIAL

valeur

Ces remarques n'ont pas pour objet de remettraeseaine méthode de référence dans son cadrésdtitih
le plus courant qui est la mesure des propriésnilgues des liquides ou des gaz avec des filsfielms de
trés petits diametre, de I'ordre 0,025 mm (Rharbat@04), pour lesquels l'utilisation de la formudenplifiée
(4.6) n’induit aucune erreur. Elles montrent cepandjue l'utilisation de modéles simplifiés obtemass des
développements limités de I'expression de la teaipée dans I'espace de Laplace peut conduire &rdesrs
non négligeables dans certains cas particulierdesisondes de diamétre plus important sont uslidéest
donc préférable d'utiliser un modele complet ter@mhpte entre autres des résistances de contactjainde la
taille et de I'inertie de la sonde. L'applicatioa h méthode quadripolaire permet d'établir cesétesdcomplets
dans de nombreux cas de figure, la méthode deeStefdsociée a une méthode d'estimation de paesrdzr
type Newton ou Levenberg-Marquart permet ensuitéélerminer les propriétés thermiques recherchées a
une meilleure précision qu’en utilisant un modétepsfié.

On notera enfin qu'un modéle quadripolaire « complgpermet d'exploiter la totalité des points des
thermogrammes et évite le choix souvent délicdadmnne fenétre d’exploitation des mesures de éeatpres
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sur laquelle les différences entre le modéle igédes résultats expérimentaux sont faibles. Gervalle est
parfois déterminé de maniére assez empirique €alise une estimation des paramétres sur un iflerde
temps d’amplitude constante dont on fait variebdane inférieure de maniére croissante a partizée. On
trace ensuite les courbes donnant les valeurs aesnptres estimés en fonctions de la valeur deotaeb
inférieure de lintervalle et on choisit comme intdle de temps optimal un intervalle présentarg ualeur
constante des paramétres. L'identification de deeppae semble pas une garantie suffisante pounredf que
I'estimation n'est pas biaisée par la non-prise@mpte de I'existence de résistances de contalg ihertie de
la sonde et de plus I'existence d'un palier n'ezt ujours trés marquée (Kubicar et Bohac, 2qQ8Q)icar et
al, 2002).

4.3 Etude de sensibilité

Le principe de I'analyse des sensibilités rédudtedé décrit par plusieurs auteurs (Beck et Arnb®,7),
(Maillet, 1991), (Kurpiz et Nowak, 1995). La serii6é réduite de la température par rapport a uampatre k

se calcule pak; (?TT Cette grandeur représente la variation de T@nrfduite par une variation relative de k
[

de 100 %. Les sensibilités réduites présentent lEnantage de permettre la comparaison directiimfeuence
relative des différents parametres sur la tempésatu

Une condition nécessaire pour que I'estimation ig&pdes parameétres soit possible est que les Bitésithe
T(t) & chacun des paramétres soient décorréléés sigaifie qu'il ne doit pas exister de relatiom lthéarité du

type : 3.C; gTT(t) entre les fonctionngT(t) (Beck et Arnold, 1977).
i i [

A titre d’exemple, nous avons calculé ces divessgsibilités pour la température T d’un plan chaodr les
conditions nominales suivantes :

E =500 J.f.°Cls¥?, R, =2.10° mAeC. W', mc = 0,75 J.°¢ , %0 =500 w.r.
La transformée de Laplace de cette températurats’éc S
):@ 1+R ESyp “9)
2p %p+|:RC %:p+ 1} ESyp
La température T(t) s’en déduit par transformatierLaplace inverse en appliquant par exemple laodét

o(p

de Stehfest. Les différentes dérivées partleggs(t) peuvent ensuite se calculer numériqguement par :
i
oT ;. TlkoKakj +&..Kp,t)=Tlko kg, ko Kp, t)
—(t)= (4.10)
6kl €
On a représenté sur la figure 4.3 :
- La courbe simulée T(t) avec ces conditions nomgsie 60 s.

- Les courbesEa—T(t), R, (t) et mca—T(t) entre 0 et 60 s.
OE OR. omc
oT
Ea_T Ea_T R¢ R
Et sur la figure 4.4 les courbes—9E—(t), —9%E (1) et —2-C(t) entreOet60s.
oT oT oT
Re mc—— e
oR. omc omc

On constate que la sensibilité a E est forte etamrrélée aux sensibilités & Bt a mc car les deux rapports

g7 oT

aaET et aa'%r ne sont pas constants. Il est donc possible diestiE a partir de la courbe
c mc——

oR. omc

expérimentald (t). On constate également que les sensibilités &t R mc sont fortement décorrélées entre 0 et
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oT

C
: . . N . oR
10 s, il sera donc possible de les estimer séparésne cet intervalle de temps. Par contre, IemappTTC

varie faiblement apres 10 s, il n'est donc plusside d'estimer Ret mc avec la portion de courﬂt)
correspondant at > 10s.

2
8 ]
o 0 0K
6 5 \
e e ~ 3 2 N E|
= (%]
) Q o R
7~ 2 4 —
Q mc
/ ® \
c
2 (% 6
0 8
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60

t(s) t(s)
Figure 4.3 : Courbe T(t) et courbes de sensibilitEguites a T, Rc et mc pour la méthode du plamdha
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. -12 - s
g .15 g 3 g 08
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[} [} 3
-18 0 1
0 20 40 60 0 20 40 60 0 20 40 60
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Figure 4.4 : Rapport des sensibilités réduites tnis paramétres E, Rc et mc pour la méthode dn phaud

Nous retiendrons que l'étude de sensibilité réaligé partir d’'un modéle quadripolaire complet permet
d’étudier entre autre la sensibilité de la temp#ratT aux parameétres Rc et mc. Il est alors pasgilel
déterminer en fonction des valeurs de Rc, de ndespropriétés thermiques du matériau a partiugeigstant
to les sensibilités & ces deux paramétres deviemoastantes. On peut ensuite éventuellement chdigifiser
un modéle idéal applicable pour tepbur estimer les autres paramétres en étant slleguhypothéses ayant
conduit & son établissement sont satisfaites.

Nous avons pour notre part préféré utiliser un eodémplet permettant I'exploitation de tous lesnpode
mesure pour éviter la perte d'information corregfaont a la non-exploitation des premiers points.i @eas
permet d’estimer les paramétres résistance deatdRtaet capacitance thermique de la sonde mc eéulger
la cohérence des valeurs obtenues pour ces pagambliine étude de sensibilité préalable utilisanmadele
complet sera toujours réalisée pour déterminerinézrvalles de temps sur lesquels les paramétres so
suffisamment décorrélés pour permettre une estmattisfaisante.

4.4 Méthode d’estimation des parametres

Le probléme posé est d'estimer la valeurs de pmetras inconnusokks, ..., ks (Qui peuvent étre dans les cas
traités ici :A, E, a, Rc, mc) connaissant :
- Les résultats de N mesure‘%(ti) réalisées a des instants d'une (voire plusieurs) température T
dépendant de ces p paramétres,
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- Le modéle (quadripolaire) complet permettant derdh valeur de T a celles des paramétgegik ..., k,

sous laforme T=f Kk, ..., ky t).
Notons que dans les applications traitées icial®type sur la mesure de température ne variedgas le

temps et les erreurs de mesures sont décorrdléggur sur la mesuré’(ti)ne dépend pas des autres mesures

-i—(tj)'

Dans ce qui suit on notera [B] la matrice des patess inconnus[B] = et [X] la matrice de sensibhilité

( of J (61‘ ) .................. (i}
| |3 ok
ako t() akl t() p tO

(i) (ﬂ) (i}
6l:<o ta ak:l 4 akl? ty (4.11)

oKg ty okq —— * |
N

définie par [X] =

Le probléme posé est double :

- Trouver les valeurs deykk, ..., k, telles que la courbe T= f{kki, ..., k, t) représente au mieux les N
couples de points expérimentau'fq [til,

- Evaluer la précision avec laquelle les valeursgdik..., k, sont estimées.

Le premier probleme est résolu en minimisant l&x@ile plus souvent retenu qui est la sonkndes écarts
guadratiques, soit la somme des carrés des distatiee points expérimentaux a la courbe théorique :
N 2 N (. 2
2= 3d2= 3T ~Tmoy )
i=1 i=1
La relation liant T aux différents paramétres emivent complexe et trés rarement linéaire, la niho
d’estimation des moindres carrés linéaires ne gent pas s’appliquer. Nous avons le plus souveligéita

méthode de Newton qui est une méthode itérativelcBa? (Trigeassou, 1988).
Dans la méthode de Newton, la matrice [B] des pataas inconnus;lse calcule de maniére itérative par :

a2 a2 0% |t
ko2 Okyokg ok, ok | | 9%
0%s 0%s a°s %Ko
ok Ok 2 ok , ok e
[Bral=le]-| X0 % % -l [ [ =] @12)
o5
9%z 9%z 9%z ok
— p
_6k0 okp  0kq 0k 6kp2 | -
La matrice [~ "] est appelée le hessien du critere de minimisatoec :
9% )=-2 ¥[il)- 1)} 2 (1) (4.13)
akj i ) i i akj i
0% N 9T, yaT NT- 0°T
e o 1722 35602 Zff0)- )52 0) (@19
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En pratique on néglige le second terme devantdmier (approximation de Gauss-Newton) et on calasle
termes du pseudo-hessien par :

9z N 9T\ dT (4.15)
akjak/( )= 22 ak l )akf (1)
. T 9°T .
ou T(t), (t;) et (t;) sont calculés avec les valeuss kij,......ky.

ok ok j ok,
Cette méthode n’est stable que si la matrité€] [est définie positive. Elle peut diverger si I'part trop loin
de la solution d’'ou le soin particulier a apporder choix des valeurs de départ qui pourra étreégpat des

considérations physiques. La méthode de Newtoreptéd'avantage d'étre préprogrammée dans le «soby
intégré a Excel.

Remarque
Les dérivées premiéres et secondes de la temp@mguest le plus souvent calculée par transfoonate

Laplace inverse sont rarement exprimables sousef@xplicite et sont donc souvent calculées numéngnt
par :

AT )= Tlko Ky +&Kp,t) = Tlko Ky, Kj o, t)

ok; c _

4.5 Méthode d’évaluation de la précision de I'estim  ation

[
indépendantes des parametres K¢, ..., k, on peut évaluer I'écart-type de I'erreur sur tit@sition des

paramétres k ki, ..., k, due au bruit de mesure sﬁir(t) (erreur de mesure aléatoire de moyenne nullejde
de la formule suivante (Beck et Arnold, 1977):

Dans le cas ou les paramétres sont liés par uatorelinéaire, c'est-a-dire ou les foncno{sa? sont

[cov(eg )] =0T? [xt X]—l _ (4.16)

Ol 0T? est le carré de I'écart-type de I'erreur de mesureT.

Les variables@, a1, ..... an représentent respectivement les carrés des égpes-te I'erreur d’estimation

de ko, ki koo ok =,/ay .

Dans les cas de figure traités ou la relation lamnémpérature aux paramétres inconnus n’estipgse, on
peut évaluer la précision avec laquelle les pana®méhconnus ont été estimés en supposant quedtido T
(ko, ka, ...k, t) est linéaire par rapport @, ki, ...., k, sur des intervalles de trés faibles amplitudeswaudes
valeurs optimales estimées. Un exemple de prograéiomde la méthode de Newton sous Matlab pour estim
la valeur des paramétres effusivité thermique &ist@nce de contact Rc et capacitance thermiqua siende
mc ainsi I'écart-type sur les valeurs estiméesréirpdiun thermogramme « Plan chaud » est préseditée le
cours Estimation des parameétres : Méthodes de(baseot, 2005).

Dans le cas particulier ou linversion de la mmr{é(t XJ pose probleme, on peut adopter la méthode
suivante :

A partir d’'une série de N couples expenmentllaiuirj on simule numériquement q autres séries de N
couples de l'une des maniéres sulvant§§5,mule = T +r, OY;
ou:
- 1; est un nombre aléatoire suivant une loi normaemdyenne nulle et d'écart type égal a 1. Ce nombre
peut étre généré en langage Matlab avec l'instracti = randn(1).
dT
- aY; est I'écart-type des mesures de S on connait plutdt l'incertitude dT, on prendsd = Y car le

nombre rsuit une loi normale.
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On simule ainsi des mesures avec un bruit suivaatloi normale centrée représentatif de la plugast
mesures.

Apres avoir appliqué cette méthode, on estime dearpetres g ki, .k, pour chacune des q séries simulées.
On dispose ainsi d'une matrice du type :

On peut ensuite former la matrice [eB]=Kg¢] ou k est le résultat de I'estimation dil'fparamétre a partir de
la série de points expérimentaux gekt le résultat de I'estimation de ce méme pan@naépartir de 1" série
de points simulés.

On calcule ensuite la matrice [cov(eB)] dont leses diagonaux;@eprésentent les carrés de I'écart-type de
I'erreur d’estimation des;k

Un exemple de programmation sous Matlab de cettthadé d'évaluation de I'écart-type de la valeur
estimée de la diffusivité thermique a a partir @uméthode « Flash long» est présentée dans les cou
« Estimation des paramétres : Méthodes de badamndt, 2005).

Remarque

Nous n'avons évalué que les erreurs d'estimatienpdeametres dues au bruit de mesure sur la tetupgra

T (t) dont l'intérét est de permettre un choix optimas conditions d’expérimentation. A cee errewotveht
s’ajouter les erreurs dues aux erreurs de mesweparamétres du modele considérés comme des donnée
(flux, surface,...) et les erreurs dues au modée&me qui ne donne parfois qu’une représentatipnachée

de la réalité en négligeant certains phénomenesqles.

4.6 Conclusion

Le schéma de principe de la démarche utilisée prpipiter les différentes méthodes de caractéosajue
nous allons présenter est représenté sur la fiyureNous allons maintenant dans les chapitresastswdécrire
selon ce schéma les méthodes de caractérisationidjoe les plus couramment utilisées.

Modeéle quadripolaire complet
— 8;(pA ,ER;,mc)

Méthode de Stehfest8, (p) — T; (t)

Estimation des parametres :

Etude de sensibilité> choix du temps ) )é
d’enregistrement de; €t des dimensions de la > ) oua
sonde et des échantillons ) gg

Enregistrement de mesures T, (t)

Méthode de minimisation d" [‘f'i (t)-T, (t)]2
(Newton, dichotomie)

Figure 4.6 : Schéma de principe de la démarchésasl pour I'exploitation des méthodes de caraciéios
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5 METHODE DE LA PLAQUE CHAUDE GARDEE

C’est une méthode de mesure stationnaire de lauctinidé thermique des matériaux isolants. Son sehde
principe est représenté sur la figure 5.1.

Plague métallique « froide »

Echantillon AT
os [cadedr | crasiesy | caess |
thermostaté
Echantillon AT,

I Plague métallique « froide »

Figure 5.1 : Schéma de principe de la méthode qhdque chaude gardée.

Les plagues extérieures en matériau trés condugtelvre, aluminium) sont maintenues a température
constante par circulation d'un fluide issu d’'unrbiermostaté. Une plague chauffante délivre uigspnce de
chauffedo uniforme et constante qui est transmise aux pkaguterieures a travers les échantillons dont an ve
mesurer la conductivité thermique. On s’assurerasfert 1D dans la zone centrale de mesure enrmntola
zone chauffée par un anneau de garde auquel omtfoarflux¢; tel que la température de I'anneau soit égale &
la température de la plague chauffante. On s'asaimsi également que tout le flu passe a travers

I'échantillon. Le flux¢; est supérieur au fluy pour compenser les pertes latérales convectivaanéau de
garde et la plague chauffante sont séparés paninoe couche dair.

Des thermocouples sont placés sur les deux facesédbantillons pour en mesurer les écarts de
températurédT et AT, .

___ €¢g
La conductivité thermique s’en déduit par : - S(ATl +AT, j 5.9

Ou S est la surface de la plaque chauffante.

Cette méthode n'est applicable qu’aux isolants pesguels on peut négliger les résistances de asmnpar
rapport a la résistance du matériau. lls permeftantilleurs d'obtenir des écarts de températoire édes deux
faces relativement importants donc mesurables aver bonne précision. On peut utiliser de la graisse
conductrice pour diminuer les résistances de comaire les échantillons et les plaques. Cette odétrest
difficilement applicable a haute température gékultat peut étre biaisé par les pertes latésillessurface de
I'échantillon est insuffisante par rapport a I'é&saur. Elle a fait I'objet d’'une normalisation I$302 :1991,

NF EN 1946-2.
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6 METHODE DU FIL CHAUD

6.1 Principe de la méthode

Figure 6.1 : Vue d’'une sonde de type fil chaud

On place un fil chauffant entre les surfaces dexdmiantillons du matériau a caractériser. On gpeliun
échelon de flux de chaleur constapitH0 sit< g ety = ¢o sit > p) au fil chauffant et on reléve I'évolution de
la température gt) de ce fil. Pendant le temps ou la perturbati@npas atteint les autres faces des échantillons,
c'est-a-dire ou I'hypothése du milieu semi-infisit @alide, on peut considérer que le transfert entre de
I'échantillon autour du fil est radial. La modétisa de ce transfert de chaleur permet de caldiéenlution de

la température au centre de I'échantillon. Onigppl une méthode d’'estimation de parameétres pdculeales
valeurs de :

- Laconductivité thermiqua,

- La capacitance thermique (rade I'ensemble sonde + résistance chauffante,
- Larésistance de contact ®I'interface sonde/échantillon,

qui minimisent I'écart entre les courbegt)lthéoriques et expérimentales.

_/

Figure 6.2 : Schéma du montage de la méthode dhdild.

Echantillon —— Thermocouple dt)

6.2 Modélisation du fil chaud
Le voisinage du fil chauffant est schématisé sfiglare 6.3.

Résistance de contact Rc

Echantillon = cylindre creux rayon

intérieur p, rayon extérieur infini — Fil chauffant : rayon o

température Jt)
Température T(t)
Figure 6.3 : Schéma des transferts autour du fuzh

L'équation de la chaleur s’écrit dans I'échantilton
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101 _1 6.1)
o2 ror aoadt
-
T(x,0)=T0)=T (6.2)
Te, ) =T (6.3)
avec les conditions aux limites < h [T, (t)-T(0,t)] =-A o701 (6.4)
b, =mc d;S + hs[T,(t)- (0, t)] (6.5)

-

La résolution de ce systétme a l'aide du formalishes quadripdles permet d'écrire I'expression de la
transformée de Laplace dg(f) sous la forme :

eS:¢_OA0+(AORC+BO)/Z (66)
p C,+(C,R, +D,)/Z
avec A;=1; B, = ! IO(q rO) - ! ; Co= pCsTlTOZLD ; D= 2o IO(q rO)
2m\Lar, Il(q rO) pcsnrosz 2 Il(q rO)

ou:
O Transformée de Laplace de la différengg) F Ts(t=0)
0 Transformée de Laplace de la différence T (t)(#=0)
R. Résistance de contact a I'interface résistanaaftdmte / échantillon
Cs Capacité calorifique du thermocouple+résistance
A Conductivité thermigque de I'échantillon
a Diffusivité thermique de I'échantillon
p Variable de Laplace
o Rayon du fil chauffant
L Longueur du fil chauffant
0 Puissance dissipée dans la résistance chauffante
lo, 11, Ko, K1 Fonctions de Bessel

6.3 Estimation des parametres

Choix de lintervalle de temps pour I'estimation

Le premier probléme consiste a connaitre le tengesdhauffage pendant lequel I'hypothése du maiemi-
infini est valide. On calcule pour cela I'évolutiale la températuredf) sur un rayon égal a I'épaisseur de
I'échantillon (r = e) & I'aide des paramétres edinsur un temps t arbitraire. Si la températu(g Talculée
différe de la température initiale(T) de plus de 0,1°C on reprend le calcul d’'estiomatles paramétres sur un
temps plus court.

Etant donné que I'on cherche simplement & estimm&rhps pendant lequel le milieu reste semi-infinipeut
se contenter de le faire dans le cas simple (plue défavorable) ol la résistance de contact efpacitance
thermique de I'ensemble sonde + résistance chaaffamt nulles et ou le rayon de la songest trés faible. On
montre que pendant le temps ol le milieu est sefimi-on peut calculeB, par :

9o

ee(p):—[mgj : 67)

Avec les valeurs suivantes :
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C=2xLp cproe[Kl(qro) Il(qe) - Kl(qe)ll(q o )J

D=ar, [KO(qe)Il(q r0)"’ Kl(qro)lo(qe)] (6.8)
1 _ K (qro)
= =2mLar K; ar.

Teest calculable en appliqguant la méthode de Stehfesformule (6.6).

Cette formule est valable tout le temps que lgpteatureT n'a pas varié. Elle peut donc étre utilisée pour
déterminer (en utilisant la méthode de Stehfest3téint a partir duquele va commencer a varier mais ne
permettra pas de déterminer I'évolution defrés cet instant.

Exemple:
Détermination de la conductivité thermique d’'urbcae a I'aide d’un fil chaud de longueur 5 cm @@t un

flux égal & 3,03 W. Les figures 3.8 et 3.9 repném@ le graphe de la température expérimeniatebienue
avec un échantillon d’épaisseur 2,5cm, celle-aitétaregistrée toutes les 0,05s. On a fait figauerce méme
graphe :
- La température Te de la face non-chauffée calcpdéela formule (3.3) en prenant comme valeur de
I'effusivité thermique E = 5000 SI.
- La température of calculée par un modéle simplifié aux temps lomg®s estimation de la conductivité
thermique par régression linéaire de la courd® Ff[In(t)] entre les temps et t (détail ci-apres).

La figure 6.4 correspond & une estimation entret280s conduisant & une valéur 10,1 W.m'.°Ct. La
figure 6.5 correspond & une estimation entre Dstdnduisant & une valedr= 19,7 W.nt.°C. Le graphe de
la température {t) calculée ainsi que la forme de la courbe erpémtale Tt) - T¢0) qui subit une
modification de pente at = 20s nous montre quoedeniere estimation de (entre 20 et 80s) n'est pas valide car
elle est réalisée sur des temps ou I'hypothése ilaunsemi-infini n’est plus valable (la perturliti a atteint
l'autre face). La valeur de obtenue par régression linéaire entre 2 et 20guestt & elle obtenue dans des
conditions satisfaisantes : zone de linéarité deolarbe T(t) - Ts(0) = fIn(t)] et température de la face non
chauffée constante. L'incertitude sur cette esionatprovient principalement de [lincertitude sur la
température : I'estimation est réalisée sur uneafiigén de température de I'ordre de 1°C alors fuedrtitude
sur la température est de I'ordre de 0,1°C. Cecitrades limites de la méthode du fil chaud poastimation
des conductivités thermiques élevées.

Carbure Carbure
FTTTT T T TTTTIT T T T TTTTFT T " T 1
12Frnin [ NN [(RERL T
||||r|'0C| BN RNEY] [ T [N 20 : : :: 1
i oA T [N
NI [ T [N o [
10F 111 NZEEL [N o [
[ AR V/E NN [T [N ! L
i o [ NN [N 1 o 4
O TR S SR T H B I 2 Vo
§ i o [N [N g roro
Bebiin o fmaiin 4oa om0 g Vo
\EGIIIII 1 |Tp||||n [ NN [N \qén’_lo | o
£ i Al (NN
S /0 Nestime= 10,1 WnteCt 1Y s | Aesime= 19,7 Wt °C*
T OO 5f '
L [ NN [N [N Lororrrnnn L A
L [ NN [N [N Lororrrnnn L A
() [ NN [N |T| [N : : ::::::: : : :::::::T
A IR el SRR HUSS
0 1 0 1 0 1 0 1
10 10 10 10 10 10
t(s) t(s)
Figure 6.4 : Thermogramme fil chaud pour un Figure 6.5 : Thermogramme fil chaud pour un
carbure, estimation entre 20 et 80s. carbure, estimation entre 2 et 20s.

Estimation simplifiée aux temps longs
P9 Ag +(Ao R. +Bo)/z

La température du fil s’écrit dans I'espace de aeel: 6, =
p C0 +(C0 Rc +D0)/Z
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1 L) 1 ) ar, 1o(ar)
A,=1 ; B, = - : C,= L - D, =—2
avee Mo 0 2mLqr, Il(qro) pc m,’Lp 0 =PCTo =P ° 2 Il(qro)
Loomiar, K, {ary)
z K, (ar)

Si I'on considére un fil fin ¢ petit) et si 'on se place aux temps longs> (@, nous pouvons utiliser les
développements limités des fonctions de Bessebainage de O :

Ko(X) = - In(x) ; Ky(x) = 1/x ; b(x) =1 ; h(X) = x/2
21A L

In(q ro)

: . R 1
Qui conduisentaA, =1 ; B, =0 ; Cozpcsnrosz ; Dy=1; E
On en déduit :

p

ol oo
6, = b0 Z+Re 80y, p .0 +R, |<%0|In(p) _ VJa +r,| 69
p| 2mL p|4mL 4mL

L'utilisation des tables de la transformée de Leplanverse (cf. annexe A.4) permet de calculer la
température {t) aux temps longs :
o
bo In[ —J
_ Yoo Ja

T(0)-To(0)=, 20 infe)+ R g - PO 6.10)

4TAL

ouy=0,57721 est la constante d’'Euler.

In _0

e ¢’0 (\/5] Y

soit finalement : T(t)-T.0)=———Inlt)+¢, IR ~———+—"—— 6.11
0-7.00) ATONL ()+0o| Re 2MAL  4TIAL (6.11)

bo
4TIAL

permet de calculer la conductivité thermiqué.'inertie de la sonde et la résistance de comté@ctluent pas sur
la température aux temps longs. Pour appliquee ceéthode d’estimation, il faut s’assurer que ldtygse du
milieu semi-infini reste valable sur l'intervalléedtimation choisi. Les bruits de mesure sur lakws des
températures aux différents temps de mesure &astants et non corrélés, on utilise la méthodemkEadres
carrés linéaires pour estimer la pente.

dont la détermination

Le tracé de {t) — T¢(t=0) en fonction de In(t) est donc une droite datp

6.4 Réalisation pratique de la mesure

Cette méthode de mesure de la conductivité theempgut étre appliqguée aussi bien pour les solides g
pour les liquides (voire les gaz). Dans le cas siggles indéformables, le fil chauffant est insénére deux
feuilles plastiques trés minces. Un thermocoupk pbt inséré dans une feuille plastique au cethirdil
chauffant. Dans le cas des solides pulvérulentaingr poudres...), le fil chauffant est placé avec le
thermocouple dans un cylindre de trés petit disen&e cylindre est inséré dans le matériau a éarset avant

de démarrer le chauffage et I'acquisition de lapérature.
Ces montages permettent d’obtenir un profil lirégiour la courber_(t)-T,(0) =f[In(t)] et d'évaluer ensuite

avec une bonne précision la valeur de la condtétiviermiqueh. La principale source d'incertitude est la
valeur de la densité linéique de flux de chalé%?— , la mesure de la puissance électrique est préugs, il faut

utiliser une longueur de chauffe suffisante pouoriduer I'incertitude sur S.
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La mise en ceuvre de la méthode nécessite en méraimentation stabilisée et un dispositif d’emstegment
de la tension délivrée aux bornes du thermocoulgteenregistrement d’'une durée de 120 secondes kpres
début du chauffage est en général suffisant potermdéer la conductivité thermiquk avec une bonne
précision. Il est important comme cela a été moatdessus de bien choisir I'intervalle d’estimatsur lequel
les conditions suivantes doivent étre respectbegarité de la courbeg) - Ts(0) = f[In(t)] et température de
la face non chauffée constante.

Informations techniqueshttp://www.smee.fr/fr/accueil_ctmetre.htm

6.5 Limites de la méthode

Rappelons que cette méthode repose sur un cedaibra d’hypothéses :
- Le milieu a caractériser est supposé semi-infini
- Les transferts autres que radiaux dans la sorljisdfit négligés
De plus si I'on utilise la méthode simplifiée repossur I'exploitation de la pente de la courbg=F{In(t)], on
suppose que l'influence de I'inertie thermique @sdnde devient rapidement négligeable.

Cette méthode peut donc conduire & des résultpteams dans un certain nombre de cas :

- Mesures sur des matériaux trés légers car darssdénfluence de la masse du fil ne devient négllge
gu'au bout de plusieurs dizaines de secondes. ahddlon devra étre de dimensions suffisantes peur
temps pendant lequel le milieu reste semi-infoit supérieur au temps d'influence de la masseade |
sonde.

- Mesure sur des matériaux trés diffusifs : I'hypsthélu milieu semi-infini n'est valable que pendant
temps trés court qui peut étre insuffisant pourhome exploitation des mesures.

- Mesures sur des matériaux super-isolants avec luchéiud inséré dans une feuille de Kapton: la
conductivité thermique du Kapton étant 10 fois sigpée a celle de lisolant, les transferts danplém
de la feuille ne sont plus négligeables par rapapotransfert dans le matériau.
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7 METHODE FLASH

7.1 Principe de la méthode

Flast : Eclairement trés bref de la surface par des lardpdorte puissan

vddd by ibdiddiid

%’_\_\: Thermocouple
TaAt)

Figure 7.1. Schéma de principe de la méthode flash

Cette méthode permet d'estimer la diffusivité thgua des solides. Son schéma de principe est doria
figure 7.1. On envoie sur I'une des faces d’'un Atith@an a faces paralléles un flux lumineux de éopuissance
pendant un temps trés court. Un thermocouple etacbavec la face arriére permet d’enregistreéVétion de
sa température a partir du moment ou la face avaatu le flash. Une modélisation des transfeststdhleur
dans I'échantillon a permis & plusieurs auteurgrdposer des méthodes d'estimation de la diffusiviermique
a partir du thermogramme expérimental. La simgidi¢ certaines de ces méthodes a rendu la méihsHeres
populaire, un certain nombre de précautions exmétates doivent toutefois étre respectées poeindte une

bonne précision.

7.2 Modélisation de la méthode Flash

Les hypothéses suivantes sont généralement retenues
-Uniformité du flux radiatif absorbé sur toute lafsge de I'échantillon,
-Température uniforme et égale a la températureansa t = 0,
-Coefficient d'échange convectif identique sur teuess faces.
Nous ferons dans un premier temps I'hypothése gsigértes latérales ont une influence négligeahidas
température mesurée au centre de la face arriegaicest vrai si I'épaisseur est faible par rap@arx autres
dimensions. Nous verrons en fin de paragraphe comges pertes latérales peuvent étre incluses ldans

modéle établi.
Flux radiatif (flash), densit¢,, durée §

WAL
S

° Convection

Convection =
Coefficient h

Coefficient h

Convection Too(t)

Coefficient h @

Figure 7.2 : Schématisation des flux de chaleursdarméthode flash.

En posant 91(p) = L[Tx(t)-Ta] , 02(p) = L[Tx(t)-Ta] , @1(p) = Llpa(t)] et Dx(p) = Lfo2(t)], la méthode des
quadripbles permet d’écrire :

{Gl(p)}: cost{e)  —sinh(ge) {Gz(p)}_{A B}{Gz(p)}

AQS
1 (p) AqSsinh(qge) cosHae) () C DIL*,(p)
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Nous pouvons écrire le bilan thermique de la fage: @ot) = @u(t) + h [Ta(t)-T4
Puis celui de la face arrieres(t) — h [Tx(t)-Tg =0
D’ou dans I'espace de Laplac&;(p) = L[po(t)] —h 61(p) oudg(t) =dosit<petdt) =0sit>¢.
D’apreés les propriétés de la transformation de degl
¢
@ (p) = Loy (1) =2 [L-exp(-pt, )]
p

En combinant ces relations, on arrive au résultat :

oM 1-exp(-pt0)

ez(p):_ 5
p C+2Ah+Bh

(7.1)

Cas particuliers

Durée de flash trés courte

On peut assimiler le flux & une fonction de Diraéaire @ ,(p) =1

Convection négligeable

C’est le cas au début du thermogramme ou pourdériaux trés diffusifs.

En analysant les courbes théoriques présenté&s figure 7.3, on retiendra que les modéles negmtepas en
compte les pertes latérales ne peuvent étre titjgé pour les matériaux a forte diffusivité thejumei comme
les métaux ou au début du thermogramme.

Convection non négligeable y compris sur les pdatésales

Il a été montré dans la modélisation du plan cliuelles pertes latérales peuvent étre prises epteatans le

a
modeéle quadripolaire en remplacant la variablerpgpgroupemenp + Pe ou:

Périmétre de I'échantillon
Conductivité thermique

Surface de la face chauffée.
Diffusivité thermique de I'échantillon.

W >D

Cette formulation conduit toutefois & une surediiomade l'influence des pertes latérales sur laureesle la
température au centre de la face arriére, elld'astant plus exacte que la conductivité thermiegteélevée.

Thermogrammes méthode flash pour a = 2,3.107 m?.s™ Thermogrammes méthode flash pour a = 5,36.10° m’.s™
10 03
e e —t——— - - —— e
’,._,_f"__‘..'..- P /
08 e /
) 0.2 /
06
5 ~ —h=o0
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Figure 7.3 : Thermogrammes pour deux matériauxwifits et plusieurs valeurs du coefficient de cotive
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Thermogrammes méthode flash pour a = 2,3.10" m*.s™
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Figure 7.4 : Influence des pertes convectives &é&frsur le thermogramme du polyéthyléne.

En analysant les courbes théoriques présentéda figure 7.4, on retiendra que les pertes laééraht une
trés faible influence sur le thermogramme méme poumatériau de faible diffusivité thermigue. Orteana
également que les relations utilisées surestimiafiuence des pertes latérales sur la tempéranesurée au
centre de I'’échantillon et que ceci est d’autansplrai que les dimensions latérales de I'échantdlont grandes
par rapport & son épaisseur.

En conclusion, en choisissant un échantillon dgelar au moins égale a 6 fois son épaisseur on gourr
négliger l'influence des pertes convectives lagmalll a de plus été montré que ces pertes latésaiat
proportionnelles aux pertes convectives sur la éaeant.

7.3 Estimation de la diffusivité thermique

L'analyse du thermogramme expérimental enregisiréasface non irradiée permet de déterminer, disarit
des techniques de dépouillement déja existantedflsivité thermique de I'échantillon.

Méthode de Parker(Parker , 1961)

Cette méthode ne s’appliqgue que dans le cas ourtedie I'éclair de flash est trés petite et oupkerses
thermiques sur les différentes faces de I'échantilont négligeables.
La diffusivité thermique est calculée & partir dmps 1, nécessaire pour la températupét)Tde la face arriere
soit égale & la moitié de la température maximidéénde b :

- :;23832 (7.2)
%

a

Thermogramme méthode flash

1 —
/_ﬂ_,..-—-——"‘
0.75 /
0.5 / +
0.25 /’/
0
0 10 tl/2 20 30 40 50 60
t(s)

AT2/ATM2 (T)

Figure7.5 : Courbe théorique de la température iiéelde la face arriere.
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Méthode des temps partiel¢Degiovanni, 1977)

Cette méthode prend en compte les pertes thermimaissne s’applique toutefois que dans le cas adlilée
de I'éclair de flash est trés petite.

Son principe repose sur I'utilisation de quatrenotu thermogramme représentés sur la figure 7.6.

La diffusivité thermique peut étre obtenue parftemules suivantes (Degiovanni, 1977) :

2 t
= e—(1,131—1,222ﬁ] (7.3)
ty Uy
2 t t, )
a=2"10954- 15812 + o55{ﬁ] (7.4)
ts Uy L
2
2 t t
- €% 0818 17082 + oss{ﬁ] 75)
ts; Uy 7 ‘

Ou:
- e est I'épaisseur de I'échantillon en m

- t, est le temps écoulé depuis I'excitation pour queetapérature la face arriere s'élevepdiois son
€lévation maximale au cours de I'expérience (Mgirre 7.6).

Thermogramme réduit méthode flash
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Figure 7.6 : Courbe théorique de la températureuiéglde la face arriere

1
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On retient en général une moyenne des trois vatshiesues. Cette méthode est plus précise quetlods
de Parker car elle prend en compte les pertes cve®g mais présente I'inconvénient de n'utiliserum
nombre tres réduit de points du thermogramme.

Méthode des moments temporekDegiovanni et Laurent, 1986)
Cette méthode prend en compte les pertes thermimaissne s’applique toutefois que dans le cas adlilée
de I'éclair de flash est trés petite. Elle présdigeantage par rapport a la méthode des momentgelsa

d'utiliser tous les points du thermogramme dansnéhode d'estimation a travers le calcul d'intéggalLa
diffusivité thermique est calculée par :
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o2 FM-1) (7.6)

Ou My et M sont les moments partiels d'ordre 0 et 1 défiais:p

tog T (t tog 1 T.(t
My= | 2()dt et M, = | }—2()dt
tor Ty, tog t T,
Avec : F(x)= 0,08548 — 0,314 (0,5486 — X) + 0,5486 — x§**  pour x> 0,27
F(x)=-0,08519 + 0,305 x pour x> 0,44

Les intégrales figurant dans le calcul dg &l M; sont calculées numériguement & partir de I'enserdes
points du thermogramme expérimental.

Le thermogramme peut étre recalculé a I'aide dexpression modifiée sous la forme :

o(p)= Q ~ a7

q sinh(qe) +2 Bi cosh(qe) + B_|2 sinh (ge)
e qge

La méthode des moments temporels partiels permeeffet d’'estimer également le nombre de Biot

. _he . .
Bi = 5N par I'expression suivante dans laquelle xz M

P 2 3 4
Bi=a, +a; x+a, x“ +azx” +a, x (7.8)

Les valeurs des coefficientssont données dans le tableau 7.1.

Tableau 7.1 : Coefficients pour le calcul du nondediot

i 0,504 < x< 0,56 0,44 <x<0,56
0 8,438722459.10 1,085995148.10
1 -6,380615082.10 -8,014914481.10
2 1,812577990.10 2,25713259.1d
3 -2,291931835.10 -2,867489088.10
4 1,088033541.10 1,382587042.10

Il suffit alors d’estimer le seul paramétre incor@upour pouvoir recalculer la température en applid la
méthode de Stehfest pour calculer la transforméeapkace inverse de la relation (7.7).

Méthode des moments temporekDegiovanni et Laurent, 1986)

Cette méthode prend en compte les pertes thermimaissne s’applique toutefois que dans le cas ailée
de I'éclair de flash est trés petite. Elle présdigeantage par rapport a la méthode des momentgelsa
d'utiliser tous les points du thermogramme dansné&hode d'estimation a travers le calcul d'intéggalLa
diffusivité thermique est calculée par :

qee2 M) (7.9)
MO

Ou My et M, sont les moments partiels d'ordre 0 et 1 défiais:p

54 Théorie et pratique de la métrologie thermique esYdannot- 2011



_os T, 8 1T,

My= | dt et M, =] =—2=
tor Ty, tog t T,
Avec : F(x)= 0,08548 — 0,314 (0,5486 — X) + 0,5486 — x§**  pour x> 0,27
F(x)=-0,08519 — 0,305 x pour x> 0,44

Les intégrales figurant dans le calcul dg @il M; sont calculées numériguement & partir de I'enserdes
points du thermogramme expérimental.

Estimation & partir du modéle complet

Cette méthode s’applique dans tous les cas deefiguoompris si la durégde I'éclairement est longue.
On applique la méthode de Levenberg-Marquart owiniplex pour déterminer les valeurs de la diffusivi

thermique a, du flux de chaletg et du coefficient de transfert par convection hrginimisent la somme des
écarts quadratiques entre les points expérimerfigyt;) et les points foq(t) calculés par inversion numérique
de Laplace de la relation (3.5).

7.4 Réalisation pratique de la mesure

Réalisation de I'’éclairement

Pour obtenir un éclairement de tres forte puisspaoeant une durée trés courte, on utilise desdara@clats
alimentées par la décharge d’'une batterie de ceateurs ou un laser. La durée de I'éclairementlee$iordre
de 1ms.

On peut également utiliser de maniére plus rustimeesimple lampe halogéne avec une durée d’édlaire
qui peut alors atteindre plusieurs dizaines de rede® pour obtenir une quantité de flux rayonnéisarite.
L'estimation des parametres doit alors étre effaetlu partir du modéle complet.

Quelque soit le mode d’'éclairement utilisé, il falassurer que I'éclairement ne puisse pas ateeiledrfaces
latérales et la face arriere par réflexion. Poardehantillons réflecteurs, on recouvre la facentadaine fine
couche de peinture noir mat.

Mesure de la température de la face arriére

L'élévation de température de la face arriere pouedre faibles, la température est mesurée dérprife
avec un thermocouple ayant un fort pouvoir thereatéljue : on utilise souvent le tellure de bism{BhTes)
ayant un pouvoir thermoélectrique de RBOC™ a 20°C et de 4Q0/.°C* & 80°C. On utilise la méthode du
thermocouple a contacts séparés : les extrémitdelex fils du thermocouple ne se touchent passoig
maintenus en contact par pression avec la fadérearen deux points proche du centre de I'échantibt
distants de quelques mm. Le contact électriques éedr deux fils du thermocouple est assuré paacka érriére
de I'échantillon. Si I'échantillon n'est pas contkwr électrique, on recouvre la face arriére d’'trés fine

couche de lague d'argent

L’élévation de température de la face arriere ggalement étre mesurée a I'aide d'un détecteuquetiui
mesure une grandeur proportionnelle au flux deetinggémis par cette face. Ce flux peut étre considémme
proportionnel a I'élévation de température pourtiés faibles variations mesurées. L'avantage ddispositif
est le temps de réponse treés court ce qui estamtagye par rapport au thermocouple dans le casndaiériau
trés diffusif dont le thermogramme flash peut &x&émement court. On peut également utiliser ameéca
infra-rouge moins précise mais qui permet d'obtanichamp de température.

Exemples de mesures

Sur le premier exemple on a réalisé un éclairenieme durée de 30s a l'aide d’'une lampe halogerisD0&V
sur un échantillon de brique de terre stabiliséepaisseur 5 cm. On trouvera sur la figure 7.7.@& |
représentation de la courbe expérimentale (Meuk#®04) et de la courbe théorique tracée a l'aide des
parametres estimés par la méthode compléte dédrilessus. La valeur de la diffusivité estimée est
a=5,25 ms™.

Sur le deuxiéme exemple on a réalisé un éclairediane durée de 1ms a I'aide d'une lampe a éclatsis
échantillon de carbone d’épaisseur 6,58mm. La tesithypee a été mesurée par un détecteur optiquenpaésen
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temps de réponse trés court adapté a des messegyiides telle que celle présentée. On trouveria digure
3.16.b) la représentation de la courbe expérimergtlde la courbe théorique tracée a l'aide deanpres
estimés par la méthode compléte décrite ci-dessusgaleur de la diffusivité estimée est a = 1,14.a6.s™.

Thermogramme Flash normalisé + résidus

[k}

0.6
AT (°C)

0.4

0.2

SDID 1DIDD 12ED 1AED 1600 -0.4 | ]
t(s) t(s)
Figure 7.7 : Thermogrammes expérimentaux et thyéeria) brique de terre, (b) carbone.

N L 1 1
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7.5 Limites de la méthode

La méthode flash repose sur deux conditions :
- Le flux lumineux envoyé sur la face avant est abSopar la surface et ne « pénétre » pas dans
I'échantillon.
- On mesure en face arriére une grandeur proporfierambélévation de température.

Ces deux conditions excluent du champ d’applicdemmatériaux trés légers et les milieux poreunxettet il
est tres difficile de mesurer la température déasard’'un milieu trés léger, la solution du thermagle est
inapplicable dans ce cas. Dans le cas d'un mileeyx, le flash envoyé sur la face avant n'est giEorbé
intégralement au niveau de la surface, une paétgtpe dans la masse de I'échantillon a travepeiasité et
fausse la mesure. Dans ces deux cas, la méthotiécaluche développée spécifiquement pour ces tgpes
matériaux est a préférer a la méthode Flash.
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8 METHODE DU TRICOUCHE

8.1 Introduction

Les méthodes de mesure classiques sont parfoiadaptées a la détermination de la conductivitértigere
des matériaux isolants trés légers. Les méthadesitbires par contact utilisant des sources dkegh planes :
hot disk (Gustafsson 1991, He 2005), fil chaudg@daka et Nagashima 1981), plan chaud (Zhang et
Degiovanni 1993), ruban chaud (Hammerschmidt 20@8not et Meukam 2004) ne permettent pas une bonne
estimation de la conductivité thermique dans ledtiaslants trés Iégers pour les raisons suivantes
- La capacité et la résistance thermique des sorfg#érggénes, constituées en général d'un filament
métallique inséré entre deux films plastiques)trpes connue avec précision et souvent prise epteom
de maniere approchée dans les modeles,
- La sensibilité de la température mesurée a ceigcité est d’autant plus forte que la capaciténhopre
de I'isolant est faible,
- La conductivité thermique de la sonde est supéiaurelle de I'isolant ce qui implique que lesdfarts
de chaleur longitudinaux (parallélement a la sgrfde contact sonde/échantillon ) dans la sondeayui
sont pas pris en compte dans les modéles peuvesidaon négligeables et biaiser les estimations.
La méthode flash (Degiovanni et Laurent 1986) gateinent difficile a appliquer pour les raisonyanies :
- Lesisolants sont souvent semi-transparents vis-devrayonnement du flash,
- La mesure de température de surface sur un matémléger est difficile a réaliser avec précision
- Les échanges sur la surface irradiée sont sousetdifférents des échanges sur la surface opposée
(différences de températures importantes)
Il devient donc indispensable de prendre en sardigienatériau entre deux plaques conductrices @ater
les deux premiers inconvénients ; un dispositibsgt sur ce principe a déja été utilisé pouridgsdes (Rémy
et Degiovanni 2005). Dans le cas de matériaux l&g@ers, on démontre toutefois que la sensibilitdade
température de la face non irradiée a la condtétiiermique est trés corrélée a la sensibilitépautes et que
la sensibilité & la diffusivité thermigue est trfaéble. La méthode du tricouche permet I'estimatiten la
conductivité thermique des matériaux isolantslégers.

8.2 Principe et dispositif expérimental

Le dispositif expérimental est constitué d'un étilan cylindriqgue (R = 2cm, e = 5 & 10mm) du maéra
caractériser inséré entre deux disques de laitépaiseur 0,4mm et de méme rayon (cf. figure ®&lx
thermocouples de type K de diamétre de fils 0,05uont fixés par la technique du contact séparéastace
extérieure de chaque disque en laiton. Le disqiéeiéur est en contact direct avec une résistahaaffante
plane circulaire de méme diamétre placée sur unibldant. Une pression est appliquée sur la fapéreeure
par I'intermédiaire de 4 pointes en PVC (matérihnisi pour sa faible conductivité thermique) des tféible
surface de contact. Le reste de la surface supérgmlange par convection naturelle avec I'air anibi

]
Laiton —— R T52()

I
? Echantillon :
i Tha(t)

. hs !

Figure 8.1 : Dispositif expérimental

On applique un créneau de flux d'une durée de geslgecondes a la résistance chauffante et or felev
évolutions des températureg;(T) et Tox(t) des deux disques de laiton. La modélisationded transferts de
chaleur associée & une méthode d'estimation denpties permet d’en déduire la conductivité thermiqtila
diffusivité thermique du matériau (isolant) situtre les deux disques en laiton.

Le choix d'un créneau de quelques secondes prpduiine résistance plane plutét qu'un flash tregdmvoyé
par une lampe (dispositif initialement testé) estivé par plusieurs raisons :
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- La montée de température de la face chauffée désepter une vitesse compatible avec le temps de
réponse du thermocouple,

- La résistance plane permet d'exercer plus facilémer pression sur les disques permettant ainsi de
minimiser les résistances de contact,

Une faible part du flash peut atteindre les suddatérales par réflexion, cet inconvénient esiééavec une
résistance chauffante plane.

8.3 Modélisation et principe de la méthode

Hypothéses :
- Température uniforme dans les disques en laiton
- Résistances de contact négligeables entre I'étlbantt les disques en laiton.
On modélise dans un premier temps I'évolution déetapérature dans le cas d'un chauffage bref sur un
échantillon seul soumis a de la convection sure®sés faces (absence des disques de laitogure 8.2).

A

h
e A\

h3 0

X, r
[

Figure 8.2 : Schéma de I'expérimentation avec uraatllon simple

v

OnposeT(r,z,t)=T(r,z,t) - Te
La température suit I'équation de la chaleur :
0%T(r,z,t) L1oT(rzt) 02T(r,z,t) _10T(r,z,t)

8.1
ar2 roor 972 a ot ®1)
Les conditions initiales et aux limites s’écrivent
_ aT(rot) . =
Z—Oﬁ)\a——hl T(r,0,t) - @p(t) (8.2)
z
z=e . —)\w=hff(r,at) (8.3)
z
r=0 - M =0 (8.4)
or
(=R . —)\@=h37(R,at) (8.5)
r
t=0- T(r,z0)=0 (8.6)
La transformation de Laplace appliquée a (1) aLzEl‘:(r,z,t)] =0(r,z,p) conduit & :
2 2
0-6(r,z,p) +}66( rzp) N 0<6(r,z,p) =_pe( .2.p) 8.7)
ar? ror 9z2 a

Les transformées des conditions aux limites s'éativ

A% =hy8(r0,t) - Dyt) 8.8)
—szhze (ret) (8.9)

z
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00021 _, (8.10)

or
—A@zme (Ret) (8.11)
0(r,z0) =0 (8.12)
On procéde par séparation de variables en pos¥miz,p)= R(r,p) Z(z p)
On aboutit a 8(r,z,p) = iAnJo(anr) {BncNyn (e-2)] +H, shy, (e-2)I} (8.13)
n=1
Zci’o(p)xe
Ou: A,= (8.14)
0)2 2
o (1+H—2Jal(mn) (B2 + H oM )5t )+ B (2 + Hy)en(B, )]
3

eh2 h3 R
; = ;o Hy=——
27 BT
On peut en déduire les températures moyennes éhet z= e par intégrationentre 0 et R :

4®0(p) 5 [Bych(By)+ Hosh(B, )]

emoy(oi p)= Z—::L o2 (8.15)
" wﬁ(uH—g} 62 + H oHy (B ) + B (M + Hy)oh(B, )]
3
. 400(6) 8,
Bmoy(&P) = 2 = (8.16)
" wﬁ(uH—g} (B2 + H oHy (@) + B (M2 + Hy)oh(B, )]
3

Etudions maintenant le systéme tricouche schématisia figure 8.3.

Laiton ThoAt)

Tha(t)

o r
SRR

Figure 8.3: Schéma de I'expérimentation avec ueotrche

Les équations (8.1), (8.4), (8.55) et (8.66) rastatables pour I'échantillon.
Le bilan thermique local au rayon r sur le disqeelaton chauffé (supposé a température uniformg}) T

s'écrit :

R
nR%g pbcba-;—tbl = @o(t) TR? —h; TR? Ty —hjs 2MRe; Ty + j2nrdr)\seaT(r’o) (8.17)
0
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L'intégration de ce bilan local entre r = 0 et R=aprés transformation de Laplace conduit a :

00
wzq’o(t){%cb elp"'(hl"' ZhFielﬂem (8.18)

Cette équation est de la méme forme que la reld8d@) en considérant la température moyenne duatétp
gue la température locale en (r,z) et en rempldggydr un coefficient corrigé :

-A

hi :prbe_l.p+(h1+ 2“;81) (8.19)
Le bilan thermique sur le disque de laiton non-ffiéeconduit de maniere analogue a un coefficientigé :
hk:pbcbe2p+(h2 +%) (8.20)

En considérant la température moyenne en z audidéa température locale en (r,z), on obtient |émps
conditions limites pour un seul milieu. On en déduie dans le cas du tri-couche laiton-échantiléaton, les
expressions (8.15) et (8.16) des températures megaespectivement en z = 0 et z = e pour le nsiieple
restent valables a condition de remplacepdn hc et b par b dans les relations.

La fonction de transfert H(p) du systeme s’écrit :

_B(ep) _ 2 Bn
HP)=S0m) = 1 B chBr)+ Hy ohlBr) (6.21)

et permet d'écrire Ty, (t) = Ty (t) O L~ H(p)] (8.22)

Ces deux dernieres relations sont vraies quelgitdasoondition limite sur le disque de laiton cHéu en
particulier si le disque de laiton chauffé échapgeconduction avec un isolant (tel que décritladigure 8.1)
plutdt que par convection avec de I'air.

Le principe de la méthode consiste a estimer latiom de transfert H(p) en estimant les valeurs des
parametres & et h = h= hs qui permettent de minimiser la somme des écaddrgtiques entre les valeurs de
Tho(t) expérimentales et celles calculées par laioglgB.22) a partir des valeurs expérimentales gJé)TLa
méthode de minimisation utilisée est celle de Leeeg-Marquart.

Un des intéréts de la méthode est de ne pas @siblgeaux transferts de chaleur sur la face chauftlans le
cas d'un transfert convectif et compte-tenu degatians temporelles importantes de la tempéragurecette
face, I'hypothése d’'un coefficient de convectiomstant et surtout égal a celui de la face non-¢éaufest pas
compléetement vérifiée. On montrera que ce biais mMedeéle peut induire des erreurs sur l'estimatiea d
parametres en particulier dans le cas de meswretede sur un isolant ou la température de la dhaaffée
peut atteindre rapidement des valeurs de plusidizesnes de degrés et ou la résistance au tramstmtne
(convection) est du méme ordre de grandeur quésistance au transfert interne (conduction).

Par rapport aux limites (décrites en introductiday méthodes par contact et de la méthode flashlaou
mesure de la conductivité thermique des isolagerte la méthode proposée présente les avantdgastsu
- Les mesures de température effectuées sur un badtalonducteur sont précises,
- La capacité thermique des deux disques (homog@&sesjonnue avec précision et prise en compte de
maniére exacte dans le modéle,
- Les transferts de chaleur longitudinaux dans Isquais sont intégrés dans le modéle (conditiondiotét
température uniforme).

8.4 Etude de sensibilité

Les sensibilités réduites de la fonction de trahsfp) ont été calculées pour un systeme tricoude
caractéristiques suivantes :

Disques de laiton : pe 0,4mm, D = 40 mm =1004 W.mt.K?, a=3,14.10 ni.s*;
Echantillons :

Super-isolant : A=002WmK?! a=4.1F0n?fs’, e=5mmete=10mm
Polystyréne : A=0,035WmK?! a=8.10 s, e=10mm

Béton cellulaire : A=015W.mK?', a=5.10 n?.s', e = 10mm

60 Théorie et pratique de la métrologie thermique esvdannot- 2011



Super-isolant, e =5 mm Super-isolant, e = 10 mm

l"'_——T———T———'|———-'————l————l——__f'___' 0.5"'___T___T___"____'____l____l____f____'
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
| 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0_8-——a'-Fb—z——1'———"————l————l————l———'l'"" 04 --—-T-~--—T--——4--=—"-~——=-|=-—=—-|-——--F~---1
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Figure 8.4: Courbes de sensibilité réduitke la fonction de transfert H(malculée par la relation (25)

On remarque que :

- Pour un méme matériau, la sensibilité a la difftsithermique augmente avec I'épaisseur de
I'échantillon et celle a la conductivité thermicdiminue

- Pour une méme épaisseur, la sensibilité a la diffaghermique augmente avec la capacité thermitgue
I'échantillon

- La sensibilité a la diffusivité thermique est trfaéble pour les matériaux tres légers et ne sesm pa
mesurable par cette méthode pour ce type de matérialle est par contre suffisante pour estimer la
diffusivité thermique d'isolants moins légers comm@olystyréne ou le béton cellulaire

- La sensihilité & la conductivité thermique est édans tous les cas et décorrélée des sensibilités
coefficient de convection et a la diffusivité thégyoe, la conductivité est donc a priori estimalade gette
méthode pour tous les types d'isolants.

8.5 Limites de la méthode

Des mesures ont été réalisées sur 2 matériauxmouase rigide d'épaisseur 10,0mm et du bétonlaiku
d’épaisseur 8,1mm. Les conductivités des ces deugriaux ont été mesurées par ailleurs par la rdétde la
mini-plague chaude (Jannot et al 2008). La métltadglan chaud (Zhang et Degiovanni 1993) a égalemen
permis de mesurer I'effusivité thermique du bételtutaire.

Une série de 3 essais a été menée sur chaqueilbohata diamétre 40mm. On trouvera sur la figure &n
exemple de courbes expérimentalggtf et Tpo(t) obtenues sur lisolant rigide. La figure 8.@mesente les
courbes expérimentales et simulées avec les vabbteaues aprés estimation de la face non-chaaiffiée que
les résidus (multipliés par 10). On note un tré@sdaécart entre les deux courbes.

La méthode proposée repose sur un dispositif tlmwaont on détermine la fonction de transfertnpéthode
inverse appliquée a un produit de convolution apr&sr mesuré les températures en entrée et eie.J0dtte
méthode permet de mesurer avec une précisionassdinfe (<5%) la conductivité thermigue des isslahtdes
super-isolants\(< 0,15W.mt.K™?). Elle permet également de mesurer la diffusititérmique des matériaux
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dont la capacité calorifique est supérieure a*“\VI0n>. La capacité calorifique des matériaux super-igsla
trés légers parait toutefois tres difficile & mesyar cette méthode.
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Figure 8.5 : Courbes expérimentaleg() et Tyo(t) sur mousse rigide

Th2 (T)

Time (s)
Figure 8.6 : Courbes expérimentale et simulggt)lsur mousse rigide et résidus x10
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9 METHODES DE TYPE PLAN CHAUD
9.1 Méthode du plan chaud semi-infini

9.1.1 Principe de la méthode

On appligue un échelon de flux de chaleur congtantO si t<t etd = ¢o Si t>f) a la résistance chauffante et
on reléve I'évolution de la températurgtfau centre de cette méme résistance dans daciglle a été placé
un thermocouple. Pendant le temps ou la perturati pas atteint les autres faces c'est-a-dirkhgpothése
du milieu semi-infini est valide (temps pendantuelqTy(t) n'a pas varié), on peut considérer que le feshau
centre de I'échantillon est unidirectionnel. La rélightion de ce transfert de chaleur permet deulsalc
I'évolution de la température au centre de I'écllant On applique une méthode d’'estimation deapwitres
pour calculer les valeurs de :

- Leffusivité thermiqueE =,/ Apc,
- La capacitance thermique (nade I'ensemble sonde + résistance chauffante,
- Larésistance de contact &I'interface sonde/échantillon,

qui minimisent I'écart entre les courbegqf] théoriques et expérimentales.

T

. Résistance chauffante plane

Echantillon

| Thermocouple Jt)

Figure 9.1 : Schéma du montage de la méthode dugtiaud.

9.1.2 Modélisation du plan chaud semi-infini

Considérons maintenant le dispositif du plan chaidine résistance électrique de faible épaisseumasse
ms, de capacité calorifique,soumise a une densité de flux de chaleetrde température supposée uniforme T
est placée entre deux échantillons du matériaveatésiser (cf. figure 9.2) :

L'équation de la chaleur s’écrit dans I'échantilton

oT_101 (9.1)

Echantillon

T(x,t)

/ Résistance de contact R1/hS

S
Figure 9.2 : Schématisation d’un plan chaud et tiotes.
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T(x,00=T0) =T (9.2)
Teo, t) = T 9.3)
avec les conditions aux limites: < h[T_(t)-T(0.t)] =-A @ (9.4)
X
905 - i os T8 4 hs[T(t)-T(0.)] 9.5)
. 2 dt

La relation (9.4) traduit la conservation du flux chaleur au niveau de la surface du milieu sefinitiat la
relation (9.5) traduit la conservation du fluxateleur au niveau de la résistance électrique.

On effectue le changement de variable suivant= T-T,

.. 9T _ atT °T _ 9T oT _ aT
dows: —= — |, —= —— et —= —
oX oX 0x 0x ot ot
o= _
L'équation(a) peut alors s’écrire:a—T -1 T (9.6)
6)(2 o ot
( T(x0)=0 (9.7)
Et les conditions aux limites deviennent T(o,t) =0 (9.8)
{ h[T@)-Tot]=-2 o7(0.1 (9.9)
@S mgcg dTg =
02 —S + hS|T4(t)-T(O,t 9.10
5 =y g [T (9.10)
~ d20

La transformée de Laplace de I'équatf@pconduit & : 0 - i[pe - T’(x,O)] =0 avec T(x0=0
X
D'ou : 8(x,p) = Ae ¥ + Be"™ | |a température garde une valeur finie quarehd wers I'infini donc B = 0,

et nous en déduisons q@x,p) = Ae™™ avec A =6(0,p).
Les transformées de Laplace des équations (d) g&@ivent :

h[o.(p)-6(0,p)] = A @ =2 \/EG(O,p) =e/p 6(0,p) (9.11)
90> =T po o)+ hs[os (o) -0 ©12)

En éliminant8(0,p) entre ces deux équations, on aboutit aute¢suwlivant :

es(p)chgs _ 1+R?nECS\/E (9.13)
B R 2

Transformée de Laplace de la températyideTa résistance chauffante
Résistance de contact a I'interface résistanceffame / échantillon
Masse thermocouple + résistance chauffante

Capacité calorifigue thermocouple + résistancetthate

Effusivité thermique de I'échantillon

Variable de Laplace

Surface de la résistance chauffante

Densité de flux dissipée dans la résistance céuateff

o
c

VO M 3 DL

Les paramétres inconnus a déterminer expérimergalkesont :
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- L'effusivité E de I'échantillon,
- Larésistance thermigue de contageRtre la sonde et I'échantillon,
- La capacitance thermique (rade la sonde.

9.1.3 Estimation des parametres

Choix de l'intervalle de temps pour I'estimation

L'estimation de parameétres a partir de mesurestefes en régime transitoire repose sur la mintioisaes
écarts quadratiques entre une courbe expérimegitaiee courbe théorique obtenue par simulation diadéle
reposant sur un certain nombres d’hypothésest brésordial de s'assurer ces hypothéses sonti&ésiSur
l'intervalle de temps choisi pour I'estimation desrametres. Cela n'est malheureusement pas toupwas
dans certains travaux publiés et cela conduit @aes valeurs estimées pour le moins imprécises.

Dans le cas présent du plan chaud semi-infinirdblpme consiste a connaitre le temps t de chauffagdant
lequel I'hypothese du milieu semi-infini est valide

Une premiére méthode consiste a calculer I'évofutie la températures(f) & une distance égale a I'épaisseur
de I'échantillon a l'aide des parameétres estimésiauemps t arbitraire. Si la températugét)Tcalculée differe
de la température initiale,D) de plus de 0,1°C on reprend le calcul d'esiiomates paramétres sur un temps
plus court. Etant donné que I'on cherche simplendeastimer le temps pendant lequel le milieu restai-
infini, on peut se contenter de le faire dans Esimple (et le plus défavorable) ou la résistal@ceontact et la
capacitance thermique de I'ensemble sonde + résistehauffante sont nulles. La température dansilieu
semi-infini & une distance e de la surface chawfféeit alors :

T.(t) = T.0) +% Jat ierf{ e j (9.14)

2+/at

ou: ierfc(u)= 1 exr{— u? )— uf1-erf(u)]

Jn

Cette méthode d’estimation présente toutefois dimvénient majeur suivant : il faut connaitre laevalde la
diffusivité thermique pour estimer le temps pendemqtel I'hypothese du milieu semi-infini restealzle.

Une deuxiéme méthode plus simple a utiliser maieggétant une certaine pratique est I'analyse @gdus, a
savoir des différences entre les valeurs expératemtde la température et les valeurs calculéesta du
modéle avec les paramétres estimés. Les résidusntiddtre « plats » (centrés sur 0) tout le temyss lgs
hypothéses d’établissement du modele sont vérjfiées dérive des résidus a partir d’'un certain seegi le
signe que l'une des hypothéses du modéle n’est y#tifiée. On restreindra alors a posteriori I'mtdle
d’estimation a la zone sur laquelle les résidus ggats », Cette méthode est générale est peuapliguée a
toutes les méthodes de mesure en régime transitoire

Une troisiéme méthode consiste a vérifier expértalement les hypotheses. Dans le cas du plan ¢hénid
on peut par exemple placer un thermocouple s@ackaion chauffée de I'échantillon.

Estimation simplifiée aux temps longs

La température au centre s’écrit dans I'espaceagate :

©S 1+R. ESp
Os(p): 2p mccC m.cC
p ;sp_,_{RC szsp_,_]}ES\/B (9.15)
Aux temps longs (p 0), cette expression devient :

es(p):(PoS 1+R.ES\yp _ @ I+R.ESYp _ @ (1+Rc ES\/E){l—(mC)

2 - 3/2 (mc) - 3/2 ZESS p:| (916)
p (E) p+ESfp 2EPY7 1, {M% o 2Ep
2 ), 2ES
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soit : 8(p)=—0__ {1+(RC ES- (mC)SJ Jp } - %0 __ +&(RC —%j (9.17)

2E pd/2 2ES 2Ep3/2 2p 2AES)?
o -0 =S| e B i 018
: s s c 2(ES)2 E Vit (9.18)

Le tracé de {t) — Ts(0) en fonction de/t est donc une droite de peme(i‘;—_ dont la détermination permet
EVTt

de calculer I'effusivité thermique E. L'inertie da sonde et la résistance de contact n'influent quasla
température aux temps longs. Pour appliquer cedthade d’estimation, il faut s’assurer que I'hygsth du
milieu semi-infini reste valable sur l'intervalléedtimation choisi.

Estimation a partir du modéle complet

La température T(t) peut se calculer en appliqlenmnéthode Stehfest a la relation (9.13). On péusa
utiliser la méthode de Newton pour estimer leswaleles parametres E; & mc qui minimisent la somme des
écarts quadratiques entre la courbe théoriquesepdints expérimentaux. Cette méthode d’estimaiois
précise que la méthode d’estimation aux temps longs

On trouvera sur la figure (9.3) un exemple de tlgmamme expérimental obtenu avec du PVC d'épaisseur

0,5cm. On constate qu'entre 5 et 60s, la courb@éseptant J(t) — To(0) en fonction deV't est assimilable &

une droite dont on obtient la pente par régresigmire :a = 0,671°C.8’2. La surface de la sonde étant de
0,00243 i, sa résistance de 230t la tension d'alimentation 19V, on en déduit ggplication de la formule
(9.18) la valeur de I'effusivité thermique : E 2656 J.nf.°C1.s¥2.

0 ———1—" y=0671x-0.108
— [omod R?=0.9973
=0. 1
81— T0exp [~
— T2 exp %
6 e
= f‘v
e
4 /,
2 / _r“/r
0 s ]
0 2 4 6 8 10 12

rac(t)
Figure 9.3 : Courbes expérimentalestY et T,(t) et régression linéaire de la courbgfJ entre 5 et 50s.

On peut remarquer sur ce thermogramme que le tpermiant lequel le modele plan chaud s’appliguéQs)
est nettement supérieur au temps au bout duquehipérature At) de la face non chauffée de I'échantillon
commence a varier(30s).

Une valeur plus précise peut ensuite étre estimkée @ et 60s de la maniére suivante :

- Onfixe des valeurs de départ des parameétres ingegar utilisation de la relation 9.3),;Rt mc.
- On utilise dans un tableur la méthode de Stehfestedsion de la transformée de Laplace pour cafcul
la différence §(t) — To(0) a partir de la formule (9.13).

On utilise le solveur du tableur (utilisant la nedb de Newton) pour déterminer la valeur des pdaramé,

Rc1 et mc qui minimisent I'écart entre la courbe ekpéntale et la courbe calculée par inversion dg)(9.

On trouve dans le cas de I'exemple étudié: E =&4Dnt.°Cls'? | R, = 25.10° .C.m?w? |
mc = 0,90 J.°C.
On observe une trés bonne concordance entreulde expérimentale (« TO exp. ») et la courberth@e
(« TO mod. semi-infini ») sur tout 'intervalle demps [0, 60s] ainsi que le montre la figure 9.4 divergence
des 2 courbes au-dela de 60s indique que I'hypettiésmilieu semi-infini n'est plus valable apres &b qu'il
faut alors appliquer le modele complet.
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10 I I

TO exp.

sH ------ TO mod. semi-infini ’_'_,,_r-’""‘
TO mod. complet /f"

e

. f/

2 /

0

0 30 60 90 120 150

t(s)
Figure 9.4 : Courbe it) expérimentale et courbes simulées par les tegdmi-infini et complet.

9.1.4 Réalisation pratique de la mesure

Cette méthode peut étre mise en oeuvre de maniggenement simple en utilisant une résistance ¢haief
plate (rectangulaire ou circulaire) de surfaceisafite (au moins 25 &n On « scotche » au centre de cette
résistance un thermocouple réalisé en fils finaniditre < 0,2 mm) : les deux fils séparés du theomgle sont
posés sur la résistance a une distance d’envirom pus recouvert d'un film adhésif en aluminium gesurera
a la fois un bon contact entre le thermocoupleaetékistance, le contact électrique entre les dig&sndu
thermocouple (dit dans ce cas a contacts sépdarésjeehomogénéisation de la température au voisidag
thermocouple.

Ce montage relativement « rustique » permet d'@alvec une bonne précision la valeur de I'efftéivi
thermique E. La principale source d'incertitudelastaleur de la densité de flux de chalgyr la mesure de la

puissance électrique est précise, mais il fausatiune surface de chauffe suffisante pour dinnitimeertitude
sur S.

La mise en ceuvre de la méthode nécessite en mdraimentation stabilisée et un dispositif d’emstgment
de la tension délivrée aux bornes du thermocoupleenregistrement d’'une durée de 60 secondes lgpiébut
du chauffage permet d'obtenir une bonne précisiotiaffusivité thermique E.

9.1.5 Montage asymétrique

Le montage étudié jusqu’alors et représenté stiglee 9.2 est un montage symétrigue qui conduin@
simplification de la modélisation et des calculk. présente toutefois pour certains matériaux deux
inconvénients :

- Si les matériaux sont durs, la présence des fithatenocouple entre la sonde chauffante et la ceida
matériau va imposer une distance minimale (égaldiauétre des fils) entre les deux et provoquer une
résistance de contact assez importante et asyoetriq

- Pour certains cas particuliers, il peut étre diffide réaliser deux échantillons de propriétéd'éhat de
surface identiques, c’est en particulier le cagattains matériaux de construction dont on veutunees
les propriétés a une teneur en eau donnée.

Une solution pour remédier a ces deux inconvéniesttsl'utiliser un montage asymétrigue dans lefjuel
des échantillons est remplacé par un isolant defiié thermique Econnue (cf. figure 9.5). On utilise par
exemple de la mousse de polyuréthane en plagahetmocouple sur la face de la sonde en contact lave
mousse. Le caractére déformable de la mousse weetiez au thermocouple de s’y insérer et de nenges de
résistance de contactiinportante. De plus cette résistance de contaaeamportance beaucoup plus faible si
elle est du c6té d'un matériau isolant.

Toute I'analyse développée sur le plan chaud syeuoétrreste applicable moyennant ces modifications :

- Larelation (9.13) doit étre remplacée par la r@fasuivante :

05(p) =

%0 1
P mgcep+[R, mscsp+]]ES\/E+ E; Svp (9.19)
1+R, ES4/p 1+Rg E; S\/p
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Matériau- a caractéris

Thermocouple {t)

Res

Matériau isolar d’effusivité E;

L Elément chauffant

Figure 9.5 : Schéma du montage de la méthode dughlaud avec un échantillon semi-infini.

avec : O Transformée de Laplace de I'élévation de tempezate la sonde
R Résistance de contact a I'interface résistancaffame / matériau a caractériser
Rei Résistance de contact a I'interface résistanceffame / matériau connu
m Masse thermocouple + résistance chauffante
c Capacité calorifiqgue thermocouple + résistamariffante
E Effusivité thermique du matériau a caractériser
E Effusivité thermique du matériau isolant connu
p Variable de Laplace
S Surface de la résistance chauffante
do Puissance dissipée dans la résistance chauffante

- Larelation approchée (9.18) valable aux tempsdalugt étre remplacée par la relation suivante :

R(:Ez"'Rci Ei2_ Z(mc)s + 2 @g \/{

Ts(t)-Ts(0)=@o S

(E+E;)? [(E+E;)S]?| (E+E;) vm (9.20)
2
Le tracé de {t) — T¢0) en fonction de/t est donc une droite de pen%e% dont la détermination
E+ Ei Tt

permet de calculer I'effusivité thermique E de haatillon connaissant I'effusivité thermiquede l'isolant.

9.1.6 Limites de la méthode

Les limites de la méthode sont principalement l&@&&hypothese du milieu semi-infini et du transfeb. Il a
été montré pour le plan chaud symétrique (Bal, 20ile dans le cas le plus favorable ou la sonde et
I'échantillon ont la méme surface, la borne supdedede I'intervalle d’estimation doit étre plusipetque les
deux valeurs suivantes :

2
Limite du milieu semi-infini ty = _1+004E 117 (9.21)
-15+02E) a
b2
Limite du transfert 1D t, = (2.10_5 E+ 0,066§? (9.22)

diffusivité thermique
largeur de la sonde
épaisseur de I'échantillon
effusivité thermique

ou:

Mmoo T o

La méthode du plan chaud sera donc difficile an@a&th ceuvre pour les matériaux tres diffusifs pesguels
les tempsitet b vont étre trés faibles. Par ailleurs elle n'e® pan plus tres adaptée aux matériaux tres légers
pour lesquels la température reste sensible artignéhermique de la sonde pendant plusieurs dizage

secondes. La méthode reposant sur la mesure dmta de la courbé’(t):f(\/f) ne peut donc s'appliquer
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gu’au bout d'un temps assez long pour lequel ibésts possible que I'hypothése du milieu semiinfie soit
plus vérifiee. Le modele complet ne tient par ailtepas parfaitement compte des transferts dassride
considérée comme un corps a température uniforrgeiceste une approximation commode.

9.2 Méthode du plan chaud fini avec T  ariere CONstante

9.2.1 Principe de la mesure

To(t)

Matériau a-caractéris

- Re1

Thermocouple {t)
Matériau .a caractéris

Bloc aluminium a g constar

Résistance chauffante plane, largeur

Figure 9.6 : Schéma du montage de la méthode duglaud avec deux échantillons.

Le dispositif expérimental schématisé sur la figuecomprend :
- Un élément chauffant plan de faible épaisseur exyudl est fixé un thermocouple de type K (diamétre
des fils 0,08mm) inséré entre deux échantillondinensions identiques du matériau a caractériser.
- Deux blocs isothermes en aluminium d'épaisseur desection identique a celle des échantillons.
- Un dispositif de serrage permettant de contrOlgréssion de serrage et I'épaisseur du disposgére
entre les blocs d’aluminium.

L'élément chauffant est soumis a un échelon de @uXon enregistre les températuregt)Tau centre de
I'élément chauffant et q{t) des blocs d’aluminium. L'exploitation de I'egistrement de dJt) réalisée sur un
l'intervalle de temps pendant lequel le transfertcantre de I'élément chauffant est 1D. Une modlétia 3D
permet de définir cet intervalle de temps, un medahplifié 1D est ensuite utilisé par réaliser esgmation
des paramétres sur cet intervalle de temps.

9.2.2 Modélisation

Le systéme sera modélisé dans un premier tempaigposant que la masse des blocs d'aluminium est
suffisante pour quegTeste constante pendant la durée de I'expérience.

Hypothéses :

- Echantillon de largeur 2b et de longueur 2c, dggmir d
- Elément chauffant d’épaisseut, e largeur 2b, de longueur 2c, de masse volunpgee de capacité
calorifique cg
- Résistance thermique de I'élément chauffant néaftilge(corps mince),
- Résistance de contact Rc entre la sonde et I'étthant
- Face arriére a températurgcbnstante.
L'équation de la chaleur s’écrit :

2 2 2
0" T(x,y.zt)  0°T(xy.zt)  0°T(x.y,t) _ 1 0T(x,y.z1) (9.23)
ox? ay? 0z2 Y] ot
La méthode de résolution utilisée est la suivante :

- Transformation de Laplace
- Séparation des variables
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v

To constante l
y

Figure 9.7: Schéma du systeme modélisé

oy Rc
T(x,ez1t)=0
0T@O,y,z1) -0
14
0T(x,y0,1) -0
0z
A oT(,y,zt) _
N WAL 23 (L 3=
14
oT(x,y,L,t) _
A= o
0z
T(r,z0) =T,

( N dT(x0z1t) _Te(xzt)- Tx0z1)
1

Conditions limites et initiale : < HTE,y,z,t)-T;]

h[T(X’ \Z L, t) - Ti ]

0Ty . Ts(x,z,t)- T(x0zt)

@ =PnénCh — +

\ ot Rc

On poseAT(r,z,t) = T(r,z,t) - Ty et L[AT(r,z,t)] =8 (r,z,p)

La transformée de Laplace de (a) s'écrit :

026(x,y,zp) N 026(x,y,z,p) N 026(x,y,z,p)
ox? 6y2 0z2
On écrit la température aprés transformation déakcapsous la forme suivante :

8(r.z,p) = X(x,p) Y(y.p) ZAzp)
La solution s’écrit :

p
:_e 1 Y
- 8(x.v.p)

Sin(C(p E) sin(éq L)

o ®y(p) . . cos(apx)cos(éqx)sinh [ypq (e- z)]
_ p g
8(x,y,z,p)= El qzzll s sin(zapf)+g_ sin(26qL)+£
P 4a, 2 43, 2

Et au centre de la face chauffée :

o ¢O(p) sin(cxpf) singséq L) cosf(ypqe)

8(0,00,p) = P
( p) p§=:1 qz=:1 sin(2(xp£) Vi sin(26qL) L
qu +— +—
4ap, 2 43, 2
avec : Gy = A1y pq 1+ Reppcney p) sinh(y pe)+pcnen peoshly e
Les valeurs propres, sont solutions de I'équation transcendante :
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(9.27)
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he

a/tan(af)=H, ,avec: Hy o (9.36)
1
Les valeurs propre¥, sont solutions de I'équation transcendante :
dLtan(L)=H, ,avec: H, :r;\—L (9.37)
1
2 2 2
Yoa = L +q p” +9q
a
%o

Pour un échelon de fluxdg (p) =

9.2.3 Modeles simplifiés 1D

Hypothéses :
- Les résistances de contact et la résistance theende I'élément chauffant sont négligeables delzant
résistance de I'échantillon.
- Letransfert est 1D au centre du systéme pendaltré&e de I'expérience.
- Le gradient de température suivant Oz est nul B&ément chauffant (mince).
- Latempératuregt) reste constante

Une sonde d'épaisseur maximale; 2e0,3mm et de conductivité thermique de I'ordre Od&5W.m*.K?*

. . € TN o .
présente une résistance thermlqiiré = 10° mP.K.W?2 Pour satisfaire & la premiére hypothése, on ne
S

considérera que les cas e;u» 10° mP.K. W2

Une modélisation quadripolaire 1D du systéme perdiéetire :

O
1 O||lA B|| O
bg | = (9.38)
? Csp 1||C D||P;
sinh{\/E e}
a
ou: A=D=cosr(\/Eej; B=—_—~2: C=A\S Esinh(\/Eej;
a p a a
AS,|—
a
O Transformée de Laplace de la différengl) F To(t)
Ps Masse volumique de la sonde chauffante
Cs Capacité calorifique massique de la sonde chaeffan
A Conductivité thermique du matériau a caractériser
a Diffusivité thermique du matériau a caractériser
p Variable de Laplace
S Surface de I'échantillon et de I'élément dfeaa
Cs=psCses S
B
Ce qui permet d’écriref =Py ——— 9.39
qui p s(P)=®o 505 (9.39)

La température ¢t) dans I'espace réel est obtenue par transfoomate Laplace inverse qui est réalisée par
I'algorithme de De Hoog ou par la méthode de SehisT(t)= T, (t)-T, =L [64(p)]

Aux temps trés longs on obtienTg(t = «)-T, (t)=q;\—0 . Cette relation permet d'obtenir de maniére trés

e
simple une valeur de la conductivite thermiquea partir de la valeur dATe,, obtenue quand le régime
permanent est atteint.
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Le principe de la méthode proposée est d'estingevdéeurs des parametieet accessoiremept etpsCs qui

2
N
minimisent la somme des écarts quadratigwes Z[ATeXp(ti )= AT roq (t )] entre la courbe expérimentale et
i=1
la courbe théorique 1D sur un intervalle de teropsdesjuel le transfert est 1D au centre de I'élérshauffant.
La validité de cette hypothese a été examinée psrsimulations utilisant le modéle 3D ce qui a coind
I'établissement de I'abaque présentée sur la figuge

35 P ——
30 _— €max - b/ =100
25
E 20 €max - b =50
B’ 15
10 P———
5 — | — |
/
O emin
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
A W.mtK™h

Figure 9.8: Valeurs limites de I'épaisseur d’échon pour satisfaire les hypothéses du modele dlBnfent
chauffant carré de c6té b)

La minimisation de la sommg est réalisée par utilisation de I'algorithme derdrgberg-Marquart. Les écarts
types sur les valeurs estimées\dec etpscs (résultant du seul bruit de mesure sur les teryn&s) peuvent étre
calculés a partir de I'écart typer des différencesdt) —To(t;) et de la matrice de sensibilité [X] par (Beck et
al., 1977) :

O =\/a_11 ; opcz\/aZZ ; opscsz\/aBC%

[ dTy 0Tg

a_)\(tl) a(pc )(tl) a(pscs)(tl)
L | A1 212 A
ou :(CT)Z [Xt X] = 321 322 323 et: [X] = (940)
ag; azp, a
31 dzp 833 o, o o, o o, .
a0l N alpes) Y

9.2.4 Etude de sensihilité

L'étude de sensibilité a été réalisée pour 3 naigrisolants dont on trouvera les propriétés thepes dans le
tableau 9.1. Nous avons considéré un élément cemuff'épaisseur 0,25mm et de capacité calorifique
PsCs= 1,5.16 J.m3 K. Nous avons fait I'hypothese d’'un transfert 1Dcantre de I'élément chauffant et calculé
pour chagque matériau considéré les sensibilitégtesdde la température(@) aux différents paramétres.

L'ensemble des résultats est présenté sur la fiyae

Tableau 9.1 : Caractéristiques des matériaux &udié

72

e t|L A a pc

m | m| m| WmtK? nm?st [ImiK?
PVvC 0,0060,1/0,1 0,18 1,21.10|1,52.16
Isolant léger| 0,01| 0,10,1] 0,040 | 5,29.10| 8,0.1d
Super-isolant0,003/ 0,1/ 0,1] 0,015 | 1,30.10|1,15.10
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Super-isolant) = 0,015 W.rit.K*, pc = 1,15.1¢ J.m% e= 6 mm

Reduced sensitivities (T)

0 T
| I
-0.005F N\~ - - == ey - fommm e
I I
001F---\--------- Po-m-mmm-- - gommmmm o
0015F-----\%------ Sample conductivity |- _ _ _ _ _ _ _ __ __ ]
Sample capacity
002p=----m T Heater capacity | |
0.025F = ======-\"--[----"----"----97----=---=-----+
I I
003 - NG e
I I
0.035F------------- LoSe-------- R e
I I
-0.04 L
0 500 1000 1500

t(s)

Isolant légerA = 0,04 W.mt.K?, oc =8,0.1¢ J.m® e = 6 mm

Reduced sensitivities (T)

0 f f f
I I I I
| I I I
I I I
I I I I

| | Sample conductivity

_____ S R i _—————— ]
-0.005 \ X Sample capacity
: : Heater capacity
I I I I
| I I I
I I I
I I I I
001F------- NP N, T, N P
: | | | |
I I I I
I I I I
I I I I
I ] I I
I I I I
I I | I
-0.015 L L L L
0 100 200 300 400 500

PVC,A =0,184 W.nt.K: pc =1,52.16 J.m® e = 6 mm

x10° Reduced sensitivities (T)

Sample conductivity
] e ——Samplecapacity [~~~ """ 777
oho o N —*—Heatercapacity | |
|
25F-------- ———————————————————: ——————————————
I
I
I e e el R Gt — - - — =
I |
I I
_35 I I
0 500 1000 1500

t(s)
Figure 9.10: Sensibilités réduites dg0rt) pour trois matériaux isolants
On constate que :
- La sensibilité a la conductivité thermiquest élevée et décorrélée des autres sensibilités.

- La différence de température tend vers une valenstante.
- La sensibilité gc est proportionnelle a la valeur pe
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Les sensibilités s et apc ne sont décorrélées qu’aux temps tres courterents difficiles a estimer
séparément pour les matériaux les plus légerslpsqguels la sensibilité @c;s est supérieure a la sensibilité a
pc. Une estimation préalable de la capacité catprépscs de la sonde est donc conseillée pour ne plus avoir
estimer que les 2 grandewrtpc pour les matériaux les plus légers.

9.2.5 Limites de la méthode

Cette méthode est trés bien adaptée a la messodadiis d’épaisseur modérée. La concordance obearite
les courbes expérimentale et théorique est aleéssdvnne comme le montre la courbe des résidusneigion
de la figure 9.11. Le rapport épaisseur/largeuralenujours respecter les limites fixées par I'aleade la figure
pour a la fois s'assurer que le transfert est 1Deaalire et que les résistances de contact songegles.

14 T T T T T T
i i i i i i
1 1 1 1 1 1
12F - - - - o mm—d— - - — - - - - = I = = = b — — — — ]
1 1 1 1 1
1 1 | 1 1 1
10 ---- - ol 1= — === --=-=-- - =t === =
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
. 8r---- TA - 1= - - - - ----- F-- T
3 1 1 1 1 1
S 6 1 l l 1 1 1
L (i [ F----T- -~
: 1 1 1 1 1 1
| | l 1 1 |
- I e R [ [ CTTTT T T T T
1 1 1 1 1 1
1 1 l 1 1 1
¥ i St By [ [ [ T
1 1 1 1 1 1
A M = 1 ] Ty VP I e e = =
0 l 1 l l 1 1
1 1 1 1 1 1
2 t t t t t t
0 100 200 300 400 500 600 700

t(s)
Figure 9.11: Exemple de courbes expérimentalenetilgie (0,t) et résidus d’estimation X 10 =)

Cette méthode peut étre mise en oeuvre de maniggenement simple en utilisant une résistance ¢haief
plate (rectangulaire ou circulaire) de surfaceisafite (au moins 20 &nOn fixe au centre de cette résistance
un thermocouple réalisé en fils fins (diamétre 850nm).

La configuration avec un seul échantillon permessiurer un meilleur contact entre la résistanceffere et
I'échantillon en plagant le thermocouple sur laefamn contact avec l'isolant (polystyréne par exenpCe
dernier étant déformable, la présence du thermdeamgomodifie pas de fagon sensible la résistaraedtact
qui est de toute facon beaucoup moins influentdastempérature du coté de l'isolant. Cette comfian est
donc a préférer.

La principale source d’incertitude est la valeutadsurface utile de chauffe S qu'il est préférabialonner a
partir de plusieurs mesures réalisées sur des tdthas « étalons » de propriétés thermiques cosnle
mesure de la puissance électrique est précise. ika en ceuvre de la méthode nécessite en outre une
alimentation stabilisée et un dispositif d’enregistent de la tension délivrée aux bornes du thesoe.
L'enregistrement de température sera effectué jascpique la différence de températuté) T To(t) ne varie
plus. On a effet montré que méme si la conditigft) Tonstante n'est plus rigoureusement exacte pear
temps trés longs, le modéle établi représente alanfaitement la différenceg() - To(t). Un pas de temps de
0,1s pour I'enregistrement de la température doleseésultats satisfaisants.

9.3 Méthode du plan chaud asymétrique fini avec fac e arriéere isolée
9.3.1 Principe de la mesure

Cette méthode a été mise au point spécialement pasurer les propriétés thermiques de matériaux de
construction « lourds » dont la conductivité theyme est comprise entre 0,2 et 5 W.ki! (matériaux & base
de terre, bétons, bois, plastiques...). Etant daqui# peut dans certains cas étre difficile d’olitedeux
échantillons de méme composition et de méme tesreeau, un montage asymétrique a un seul écharsdiéoé
retenu (cf. figure 9.)

Un élément chauffant plan de faible épaisseur ehéme surface (10 x 10 émue I'échantillon est placé
entre celui-ci et un échantillon de mousse de pétisane. Un thermocouple constitué de deux fildidmétres
inférieur ou égal & 0,05 mm est collé sur la faed'@ément en contact avec le polyuréthne. Leadiitif est
complété par un bloc de polyuréthane placé au-dedsu’échantillon et le tout est placé entre dblocs
d’aluminium d’épaisseur 4cm. Un échelon de fluxaggiliqué a I'élément chauffant et on enregistedlution
de la température T(t) du thermocouple. Le thermpkd étant en contact avec un milieu déformable, sa
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présence n'engendre pas de résistance de contgpiémentaire. De plus, le polyuréthane étant ulamspon
peut négliger la résistance de contact entre I'éfémhauffant et le polyuréthane.

Bloc aluminium

Elément
chauffant

Thermocouple T)) ™" |-

Bloc aluminium

Figure 9.12 : Schéma du dispositif expérimental

On modélise le systéme en faisant I'hypothése quieahsfert de chaleur reste 1D au centre du dipos
pendant la durée de la mesure. Cette hypothese@fiée ultérieurement par une simulation 3D s&alavec
COMSOL et par analyse des résidus d'estimatiorsqut les différences entre la température(l) obtenue
par utilisation du modele 1D et la température BRpENtale Tyt).

Avec ces hypothéses, on peut écrire :

oo lews Ao T al[6 oo e ol o

Lbij i K\: E} L?j (0.42)

Avec : CDO :% = cDOl+ CDOZ (943)
0 Transformée de Laplace de T(t)

Doz Transformée de Laplace du flux de chaleur dissgpg I'échantillon

®o Transformée de Laplad® flux de chaleur dissipé vers le polyuréthane

(0N Transformée de Laplace du flux de chaleur totadipit par I'élément chauffant

@ Flux de chaleur total produit par I'élément chanff

Ch Capacité thermique de I'élément chauffant paréudé surface : (= pn ¢, &

Rc Résistance de contact entre I'élément chaudtdiéchantillon

(O] Transformée de Laplace de la densité de fluxtnaesau bloc d’aluminium supérieur

b, Transformée de Laplace de la densité de fluxtnesesau bloc d’aluminium inférieur

sinh(\/g e}
A=D=cos}‘(\/E e}; B=—~— 2 C=)\\/Esinh(\/E e} (9.44)
a \ \/E a a
a

sinh( a£ eiJ
Ai = Di =C0Ss £ € |, Bi = 1/ X Ci :)\i £ sinh £ € (945)
\ & Y /£ aj aj
|
g
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Conductivité thermique de I'échantillon
Diffusivité thermique de I'échantillon
Epaisseur de I'échantillon

Conductivité thermique du polyuréthane
Diffusivité thermique du polyuréthane
Epaisseur du polyuréthane

®o(p)
D, D

By B;

oD >0 >

Ce systéme conduit 30(p) =

Le principe de la méthode est d'estimer les valdessparametres E et rc qui minimisent la somraeédarts
guadratiques entre la courbe expérimentale etlebeccalculée avec la relation (). La transfornratle Laplace
inverse est réalisée par utilisation de I'algorighde De Hoog (De Hoog , 1982) ou par la méthodstdkfest
(Stehfest, 1970). La valeur de la capacité tharmide I'élément chauffant est estimée par troisunessde plan
chaud symétrique (Jannot et al, 2010) réaliséas deux échantillons de polyuréthane d'épaisseurf@acé de

part et d'autre de I'élément chauffant.

9.3.2 Méthode d’estimation simplifiée

A titre d’'exemple, la figure 9.13 représente lante simulée T(t) calculée a partir de la relatjppour un

(9.46)

échantillon d'épaisseur e = 3 cm, avee 2 W.KL.m? etpc 40000 J.m.K 2. Les propriétés de la mousse de

polyuréthane ont été prises égales a B cm,\; = 0.033 W.K.m* efpg; = 40000 J.M.K ™. La capacité et la
résistance thermique de I'élément chauffant onnégligés. L'analyse de la courbe simulée T(t) dmiparaitre

deux régimes illustrés sur la figure 2.

- Une zone ou T(t) est linéaire par rapport a rae(tébut (jusqu'a 150s sur I'exemple)

- Une zone ou T(t) est linéaire par rapport a t dudéprés 400s sur I'exemple) correspondant @&gime

semi-stationnaire

16 /
12 /

= -~
L // y = 0.277x + 0.0012-
4 /
L
0
0 10 20 30 40

rac(t)

50

20

g

y = 0.00804x + 2.50830 /

rd

L~

L~

g

500

1000 1500
t(s)

2000

Figure 9.13: Courbe simulée T(t) calculée pour 8 emA =2 W.K.m? oc=2.1F JmPK?; e =5cm,

A =0.033 W.K..m? et g = 40000 J.ni.K*!

Au début du chauffage, I'échantillon se comporteee un milieu semi-infini et la température au ke

la face chauffée vérifie :
®(p)
6(p) = 0
(°) Cp p+(1+RcCy, p)Eyp
Ei\p+
1+RcE4p

Pour des temps suffisamment longs—(Q}) et en considérant un échelon de fluﬁbo(p)z%o), un

développement limité conduit a:
RCE?-C
e(p): ;/ (po +& 2h
o2 EvE) P (E+E)
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La transformation de Laplace inverse de cetteioglanontre sque I'effusivité thermique peut étrénase a
partir de la penta de la partie linéaire de la courﬂ'ét) :f(«/f) par :

E=—%__F (9.49)

am

L'application de cette relation a la courbe simuiéprésentée sur la figure 2 awec= 0.0277 conduit a
E =1999 JK1s!?

Par ailleurs aux temps plus longs, I'hypothese d'tégime semi-stationnaire permet d'écrire

dT
0=[poe+ (oce), + (pcg) | 3T (9.50)
La capacité thermiqugc peut étre estimée a partir de la péhtle la courbe T(t) par la relation suivante :
pc= % ~(pce) - (pce)s (9-51)

L'application de cette relation a la courbe simulggrésentée sur la figure 2 afies 0 .00811 estimé entre 500
et 600s conduit pc = 1,99.16 J.m>.K™.

Cette méthode de pré-estimation conduit & destatsyirécis dans le cas de matériaux “lourgs™f 1 J.m
3K™). Cependant, il est nécessaire de s'assurer qgtrarisfert de chaleur reste 1D au centre sur Hiatke
d’estimation def. Les valeurs ainsi pré-estimées sont ensuiteségiti comme valeurs initiales pour une méthode
itérative utilisée pour I'estimation de et pc par minimisation de la somme des écarts quadegigntre le
modele 1D complet et la courbe expérimentale.

9.3.3 Domaine de validité de I'’hypothése 1D

3500 ‘ ‘

3000 /- A=025W.m |
2500 /./ A=05W.mtK?

@ 2000 - —
g e a4 A=1wmik? |

£ 1500 — | |

1000 | - e A=2wmlK?

— | —m R

| l ;‘./ A=3W.mtK

500 ;; =
O T T T

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500
pc (Vv.m's.K'l)
Figure 9.14: Validity limit of the 1D model

Des simulations 3D du systéme ont été réalisées @@MSOL pour définir les limites de validité du date
1D. Les dimensions utilisées dans la simulatior s8rx 10 x 10 cripour I'échantillon et
5 x 10 x 10 crpour le polyuréthane. Les températures des fadésieures du polyuréthane sont considérées
comme constantes, le coefficient convectif sufdess latérales a été pris égal a 10 .

On a fait varier les propriétés thermiques de Bétition dans les limites suivantea {1 [0,25; 0,5 W.rt.K
Y, pc O [500 ; 4000 J.M.K™Y]. Pour chaque valeur deetpc, la temperature au centre de la face chauffée est
simulée successivement avec h = 10 WK et avec h = 0 (transfert 1D) et on estime le tetaps
correspondant a une différence relative de 1% éggrdeux courbes simulées. Les résultats sorégemtes sur
la figure 9.14.

9.3.4 Validation de la méthode

Cette méthode a été appligué a un échantillon d& Baht les propriétés ont été mesurées par la aeétho
Flash (Degiovanni and Laurent, 1986) et par la spiague chaude (Jannot et al, 2010) : a = 1,25#x? et
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A =0,184 W.m.K! conduisant &pc = 1,47 16 J.me K™,

L'échantillon de PVC a pour dimensions 5,9 x 1Mt |, la densité de flux de chaleur est de 200 W.ha
figure 9.15 représente la courbe expérimentala eblirbe modéle calculée avec les parametresésstite
tableau 9.2 présente les valeurs pré-estiméege paodéle simplifié et estimées par le modele cample

12
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B bl G T

- [ U

T(T)

o
[
o
=
obF---F---
o
=
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o
N
O_.___-___
o
N
akF---F---
o
w
oF---F---
o

350
t(s)

Figure 9.15: Courbe expérimentale et courbe modékésidus x 10

Table 9.2: Valeurs pré-estimées et estimées dgsigtiés thermiques du PVC

Modéle simplifié Modeéle 1D complet
Unité Intervalle de tempsvaleur | Intervalle de temps : 0-300s
E 15-60s 502 508
pc|J.m°.K* |250-300s 1,401.501,390.16
A [WmtK? 0,179 0,186

Les écarts entre les valeurs estimées et cellasrégsspar d'autres méthodes sont inférieures aes@iicest
tout a fait acceptable. Comme prévu par I'étuderifi@e, les valeurs estimées par la méthode siiégplgont
trés proches de celles estimées par le modele ebfipl

Cette méthode a été utilisée avec succes par Bal ZB11) pour la caractérisation thermique deuasgde
terre compactées avec ajout de différentes prapetd'un isolant naturel pour des valeurs de cdndtéc
thermique allant de 0,3 & 3,2 WK et de capacité thermiqus variant entréet02,4.16 J.m°. K™,

9.3.5 Mise en ceuvre et limites

Cette méthodgeut étre mise en oeuvre de maniére extrémemeptesian utilisant une résistance chauffante
plate (rectangulaire ou circulaire) de surfaceisafite (au moins 10 x 10 &nOn fixe au centre de cette
résistance un thermocouple réalisé en fils firsnditre < 0,05 mm).

La principale source d’incertitude est la valeutadsurface utile de chauffe S qu'il est préférabialonner a
partir de plusieurs mesures réalisées sur des tdthas « étalons » de propriétés thermiques cosnle
mesure de la puissance électrique est précise. ika en ceuvre de la méthode nécessite en outre une
alimentation stabilisée et un dispositif d’enregistent de la tension délivrée aux bornes du thesoe.
L'enregistrement de température sera effectué deemma ce que la portion de courbe ou T est liegadr
rapport a t soit d’'une longueur suffisante. Un dastemps de 0,1s pour I'enregistrement de la testyoé
donne des résultats satisfaisants.

Pour les matériaux (hétérogenes) comportant déssinas, on veillera a ce que I'épaisseur de I'atithan
soit égale a plusieurs fois la taille de ces irols Une dimension d’échantillon de 30 x 100 x &@®® nous a
conduit & de bons résultats.
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10 METHODE DU RUBAN CHAUD PERMANENT

10.1 Introduction

Beaucoup de matériaux isolants ou faiblement cdedue sont anisotropes en particulier les matériaux
contenant des fibres. Ces fibres dont la conduétiliermique est supérieure a celle de la matidrkes|entoure
(air le plus souvent) constituent des voies desgges privilégiées de la chaleur. Si elles présentee
orientation privilégiée au sein du matériau il ésulte une anisotropie de la conductivité thermidjuenatériau.
On peut classer les matériaux fibreux en 3 catégori

- Les matériaux de type 1 contenant des fibres @éarguivant une direction privilégiée parmi lessjoel
peut citer le bois.

- Les matériaux de type 2 contenant des fibres @gsrguivant deux directions privilégiées parmidets)
on peut citer les tissus.

- Les matériaux de type 3 pour lesquels la diregtidrilégiée des fibres n’est pas paralléle a uce fie
I’échantillon présentant alors trois conductividé®ctionnelles différentes.

Les deux premiers types de matériaux peuvent &peibles en plaque mince selon deux configuratieh
gue schématisé sur la figure 10.1

z

Type 11)\)( :)\y :)\xy ,)\Z >)\xy

N

z

I
g

Type 2.1Ay =A; =Ayz; Ayz > Ay Type 2.2 Ax =Ay = Ay ;A2 <Ay
Figure 10.1 : Schéma d’échantillons de type 1 et 2

La mesure des deux ou trois conductivités thernsigiirectionnelles sur des matériaux anisotropgmdibles
en faible épaisseur est complexe.

- Les méthodes de la plague chaude gardée (Salm@j,;2@man et al.,, 2009 ; Huang, 2006) du
dispositif tricouche (Jannot et al., 2009) et dmiai plague chaude (Jannot et al., 2009) ne péentete
mesurer qua..

- Les méthodes du fil chaud (Andersson, 1976 ; Ztemd, 1993 ; Rharbaoui , 1994, Coquard et al9200
et du hot disk (Gustafsson, 1991 ;Gustavsson,et%94 ; He, 2005) qui font I hypothese du milieurs-
infini sont inapplicables sur des échantillonsalblé epalsseur

- La méthode flash (Degiovanni, 1977) ne permet deunee que la diffusivité thermique a

- La méthode laser flash (Cernuschi et al., 2004jamplique pas aux matériaux isolants.

- La méthode du ruban chaud avec face arriere dediéitlon maintenue a température constante (Ladevi
et al., 2000 ) permet de mesurer deux conductigitésotropes en réalisant deux mesures (avecaotzati
90° du ruban entre les deux mesures, cf. figur2)@ur un matériau de type 1.2 ou 2.1. Une apprach
été réalisée (Gobbé et al., 2004) pour I'adaptemaatériaux de type 1.1 ou 2.2. mais la validatickié
limitée a la détermination de la conductivite= A, d’un matériau bicouche a partir d'une mesure ruban
chaud et de la connaissance préalable de la civitRik .

La meéthode du ruban chaud permanent permet de endssr conductivites thermiques, Ay et A, d’'un
matériau isolant anisotrope mince dans le caslegégnéral d’'un matériau anisotrope de type 3.
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et
X
z Bloc Bloc
isotherme isotherm
Expérience 1 : Estimation dg =A, Expérience 2 : Estimation déx X )\y

Figure 10.2 : Schématisation des deux mesures eemmele déterminety = A, etA, par la méthode du ruban
chaud (Ladevie et al., 2000)

10.2 Dispositif expérimental

Le dlSpOSItIf expérimental (cf. figure 10.3) commule
Un ruban chauffant plan de faible épaisseur surdegst fixé un thermocouple de type K (diameee d
fils 0,05mm) inséré entre deux échantillons du meéa caractériser.
- Deux blocs isothermes en aluminium d’épaisseur desection identique a celle des échantillons.
- Un dispositif de serrage permettant de controleréssion de serrage et I'épaisseur du disporgéré
entre les blocs d’aluminium.

~ Dispositif de serrage
Air a‘Tambiant : d
eta Rm N \# Mesure

d’épaisseur

Aluminium

Elément
chauffan T it e )
s, a..k'ﬁ.ﬂ;t ——== tchantillong
Thermocouple T({—_
Aluminium

Figure 10.3 : Schéma du dispositif expérimental

L'élément chauffant est soumis & un échelon de délulon mesure I'élévation de températuggobtenue en
régime stationnairau centre du ruban chauffant. On mesure égalerfentempératures de chacun des blocs
d’aluminium pour vérifier qu’elles restent constst

Le principe de la méthode proposée est de réalisrmesures successives (cf. figure 10.4) :

- Une mesure depTavec un ruban de largeur;2 deux échantillons d'épaisseur f
- Une mesure degfavec :
- Soit un ruban de largeur 2ét deux échantillons d'épaissepr f
- Soit un ruban de largeur 2&t deux échantillons d'épaisseur f
- Une mesure degd avec un ruban de largeur, 2 deux échantillons d’épaisseyiapres avoir fait subir
au ruban une rotation de 90°.

L'exploitation des valeurs depfet de T, connaissant la densigg du flux de chaleur et :
- soit la largeur 2pdu ruban et les deux épaisseyratff, des échantillons,
- soit les largeurs 3ket 2l des rubans et I'épaisseydies échantillons,
permet d’estimer separément les conductivités ttyeresA , etA ..
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To2

Largeur 2
fs Largeur 2
T01 T03
fa Bloc | / it
Largeur 2b - isotherm / r
y
X Bloc To2 _ Bloc
7 isotherme Essai 2 1‘ ‘o isotherme

] Largeur 2b
Essail

Essai 3

Bloc
isotherme

Essai 22
Figure 10.4 : Schéma de principe la méthode awEs thesures

De la méme maniere, I'exploitation de la valeur Tg connaissanh, permet d'estimer la conductivité
thermiqueh .
On sait en effet a priori que la relation lianttéenpérature d’équilibre aux conductivités n’est [iasaire
puisque dans le cas de la mesure g®d de T, par exemple :
- sifdevient trés petit (ou b trés grand), la terapée limite ne dépend que Xig

- sifdevient tres grand (ou b tres petit), la terapere limite ne dépend que ¢&\y A
La modélisation du systeme schématisé sur la figux@ nous permettre de démontrer plus précisément

comment ces conductivités thermiqug®tA, peuvent étre déduites des valeurs gleeT de T, et commenh
peut ensuite étre déduit de la valeur gig T

7z

10.3 Modélisation
Modéle complet

Hypothéses :
- Echantillon de largeur 2d, de longueur 2e, d’épais$

- Sonde d'épaisseug,ale largeur 2b, de longueur 2c, de masse volunpigeiede capacité calorifiqug ¢
- Reésistance de la sonde nulle

- Reésistances de contact négligeables devant léandsisde I'échantillon
- Face arriere a température constante

L'équation de la chaleur s'écrit :

02T1(x,y,zt 02T1(x,y,zt 0°T(x,y,t aT(x,y,z t
Ax (anz )+)\y (ng )+)\z (Xzy )= C (Xatyz )
X oy 0z

(10.1)

La méthode de résolution utilisée est la suivante :
- Transformation de Laplace
- Séparation des variables
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To(t)

Zvy
Figure 10.5 : Schéma du systéme modélisé

Les conditions initiales et aux limites s’écrivent

T(x,y,f,t)=0
0T(0,y,z1) -0

1)
0T(x0z1) _ 0

oy

0T(d,y,zt
A, TEYED 2 1 yz -]
ay ITeZY - ezt -T]

oy
T(X,y,20) =T,
oT, 0T x,y0,t

®=pesgs 50 _)‘z%

Ou: @lt)=g six<b etg(t)=0 six >b
On poseAT(x,y,zt) = T(X,y,zt)-T; et L[AT(x,y,z,t)] =0 (x,¥,Z,p)
La transformée de Laplace de la relation (1) gécri
A aze(x,y,z,p) A aze(x,y,z,p) A\ aze(x,y,z,p)
x> Y 6y2 ‘ 022
On écrit la température aprés transformation déakcapsous la forme suivante :

8(x, y,z,p) = X(x,p) Y(y,p) ZAzp)
La résolution du systéme conduit & la solution :

CDO(p) sin(O(p b) Singéq C) cos(O( px)cos(éqz)sinh [qu (f - Y)]

8( x, v,z =y 5 P a
(xy,2,p) El qzzl . sin(zcxpd)+d_ sin(zaqe)+E
P 4ay 2 48, 2

= pcpd(x, y.p)

ou: qu =A 2¥pq cosh(yqu )+ PCEP sinh(yqu)
Et au centre de la face chauffée :

q’o(p) sin(O(p b) sin(tSq c) sinh(yqu)

© 00 o

8(000,p) = 9
(000p) g:;l q§1 c {sin(Za pd)+ d Hsin(%qe)_F e}
Pq >y -
4ap 2 46q 2
Les valeurs propres, sont solutions de I'équation transcendamedtar(a d) =H,
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hd

avec: Hy =— (1014)
Ax

Les valeurs propre®, sont solutions de I'équation transcendantéetar(ée) =H, (10.15)

avec: H, _he (10.16)
Ay

a, 8 et y sont liés par la relationX , y* =pcp + A, a® + A, 8 (10.17)

Pour un échelon de fluxd(p) = %)
Cette modélisation du régime variable nous permegrvérifier a posteriori que le régime permagéait
bien atteint au moment du relevé des températyres T
La solution asymptotique en régime permanent $'écri
sin(cx p b) sin(éq c) )
¥ 5 s;lnh(ypq f)

%p q
Az ¥pg COSh(quf ){Sinii(:pd) ' %1 {Sinﬁqu) * g]

Une premiére méthode consisterait a résoudre nguagrient le systeme de deux équations a deux inesnnu
suivant :

TOl:F(fl’)\x’)\y’)\zib) (1019)

T(O’O): To= % g

=1 g=1

(10.18)

Toa =Flf2. 2.2y A,.b) (10.20)

ou To1 et Top sont calculés par la relation (18) dans laqueatigpeut fixerA, = Ay et h = 10 W.it.K L. On
vérifiera ensuite que ces valeursMeet h n'ont pas d'influence sur les calculs (tfari2D). Le probleme est
que la fonction F n’est pas explicite par rappoYj étA, . Pour I'estimation des parametdgtA, , on utilise en

fait une méthode itérative basée sur la minimisapar la méthode de Levenberg-Marquart de la soime
suivante (moindres carrés non linéaires) :

2= [TO.‘exp - f(el’)\y’)\z ’b)]z + [TOZexp_ f(ez’)‘y ’)\z’b)z (10.21)
On résout ensuite de la méme maniére I'équaticantes:
Tos =Flf;, A, ,Ay,A, D

03 ( LAx: Ny Az ) (10.22)
en fixanth; pour estimer le dernier paramétre incohgu

Modele simplifié

Une deuxiéme méthode consiste a utiliser a la mlada fonction complexe F une fonction expliciteé@blie
a partir d'un modeéle 2D simplifié qui permettraié déaliser une estimation plus rapide et plus €nugls
conductivités thermiques. On a modélisé le systameplifié représenté sur la figure 10.6.
Les hypothéses sont les suivantes :
- La longueur du ruban est suffisamment grande desamérgeur pour que la température au centre ne
dépende pas de y
- Lalargeur de I'échantillon est telle que I'on padaire I'hypothése du milieu semi-infini selon Ox

v

Figure 10.6 : Systéme simplifié 2D

Le systéme vérifie les équations suivantes :
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2 2
Ay 0 ;();Z) A, 4 ;(;ﬁz) -0 (10.23)
X z
Tof) =0 (10.24)
9107 _ (10.25)
ox

lim or_ 0 (10.26)
X o0 OX
Six<b:q=-A, ang(,o) (10.27)
six>b:gy=0 (10.28)

La recherche d’'une solution par la méthode de sépardes variables conduit a la solution :

e"sin(O(b) Ax
T(00) = \/)\ Azg 2 tan}‘(\/:af]da (10.29)

gue I'on peut mettre sous la forme :

00)=—2%_ | (u) (10.30)
\/_
_ \/T f

avec u=, -

ot :1(u)= %T in{co )tanh(uoo)doo (10.31)

La fonction | peut-étre représentée avec une poéciseilleure que 0,15% powD[O.S,S] par le polynédme
suivant :

I(u) = at+tau+tal+all+aut+a®+all (10.32)

Les valeurs des coefficientsdieterminées pouu [ [05 5] sont données dans le tableau 10.1.

Tableau 10.1 : Valeurs des coefficients du polynéme

% % G 3 2 3L 5y
-2.7042.1010.005537{-0.04751640.22443-0.6552511.3614-0.06099

Si les hypothéses ayant permis I'établissementedmadele simplifié sont vérifiées, la réalisatian deux
mesures de la température d’équilibre du rubag pdur un ruban de largeur 2ét un couple d’échantillons
d'épaisseursfet To pour un ruban de largeur 2ét un couple d’échantillons d’épaissepipérmet de déduire
simplement les conductivités thermiqugsetA.. Il suffit de résoudre le systeme :

_ big Ax f1
Ty =————==1| [ — 10.33
01)( )\X )\Z ( )\Z b]_ ( )

_ bp Ax f2
Too, = I |- —= 10.34
022 ’)\X )\Z ( )\Z b2 ( )

dans lequel | est une simple fonction polynomiaaree par la relation (10.31).

Les relations (10.32 et (10.33) établies a pattimibdele 2D simplifié permettent de mettre en éwdde rble
symétrique joué par les grandeurs b et f a trdeersrapport. Il est donc théoriquement possibleléerminer
séparémenh, etA, en réalisant deux mesures :

- Soit avec deux rubans de largeurs respectives b sur un couple unique d’échantillons d'épaisseur f.
- Soit avec un ruban unique de largeur b sur deuglesul’échantillons de largeurs respectives f,.

Les cas limites sont les suivants :

- Un ruban de tres grande largeur correspondant @glamnchaud avec mesure de la température au centre
permettant alors de mesurer directement
- Un échantillon de trés grande épaisseur correspomd milieu semi-infini pour lequel le ruban chaud

tend vers le fil chaud et o I'on mesuya, A, .
Connaissank, la conductivité thermiquy s’obtient ensuite par résolution de I'équation :
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- D A h
0T By | (ﬁ by J o

Configuration optimale

En supposant qL.LAe-m - ATog Aby :A—bz, A A o A9 =89 4n montre que-m\—X et 2z 5ot
Toz  Tox by by f1  f o R Ax Az

minimum pour le méme couple de valeurs extrémes @ et y — o (Jannot et al, 2011). La solution optimale
est donc de réaliser une mesure de type plan denicé (4 = 0) dont les limites ont déja été étudiées (Jaaho
al., 2010) et une mesure avec un ruban de failgela ou un échantillon de grande épaisseis{w).

Dans ce cas optimal, on aboutit au résultat suivant
Dy oD, DA, ATy A Af
Ax Az Az TO ¢ f

(10.36)

A AN . . N
Dans les autres cas, le rapport er%re?& et —Z est toujours supérieur a 3.

X z
Cas d'un matériau isotrope

On notera que dans le cas d'un matériau isotr@eohductivité thermique peut se calculer de maniér
explicite par la relation A = f_l_—(go F(%] (10.37)
ou:
- F(%] est un facteur de forme géométrique défini pﬁ(‘u) = @ calculable de maniere directe a partir

de la relation (32) et dont on trouvera une repriégien graphique sur la figure 10.7.
- (@estladensité de flux de chaleur dissipée dansbkn chaud
- Tpest latempérature asymptotique au centre du reteund
- b et fsont respectivement la demi-largeur du retdiépaisseur des échantillons

1 T T T T T T T T T
| | | | | | | | |
e N oo I o o o
0.9 | | | | | | | | |
| | | | | | | |
I N (N P e e o e e o e e o I
w 08 | | | | | | | | |
S | | | | | | | | |
A0 I J "R PR, U DS S I P J———— = J———— = J———— = I
ks | | | | | | | | |
| | | | | | | |
L 06F-——am AN == === == === == === 1= ===
= | | | | | | | | |
g | | l | | | | | |
§ 05F-—==a-===a---"NW_" """~ = - - = - - = - - 1= - -
8 | | | | | | | | |
| | | | | | | |
O e i By Bt T~y iy (i (i (i (i
| | | | | | | |
| | | | | | | |
(] it Tt T R [ 1T [ -7 [
| | | | | | | T
02 I I I I I I I I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
flb

Figure 10.7 : Valeur du facteur de forme géométeidu

Limite de validité du modele simplifié

Le modele 2D simplifié repose sur les hypothésaaates :
- Le ruban est suffisamment long pour que les tratssfie chaleur a ses extrémités n'influent pasesur

température au centregihdépendant dky pour I'essai 1 de la figure 4)
- L'échantillon est suffisamment large pour que tasgferts convectifs sur les faces latérales werft
pas sur la température au centre du ruban.

Nous allons définir les limites de validité de ¢sgpothéses en considérant que la mesure est galiséin
échantillon isotrope de section carrée ayant pdté ta longueur du ruban (c = d = e) avec un caiefit
d'échange convectif h = 10 WK ™2 et en supposant les blocs parfaitement isotherbaetargeur du ruban
sera fixée a 2b = 6 mm puis a 2b = 12mm.

On calcule pour différentes valeurs Meles valeurs des épaisseurs d’échantillons & nedgpasser pour
maintenir I'erreur d’estimation en-dessous de 1%.r€alise pour tous ces cas de figure une simuléD

Théorie et pratique de la métrologie thermique esydannot- 2011 85



compléte pour calculer la valeur dg qui est ensuite utilisée pour estimea partir de la relation (10.41). On
calcule ensuite les écarts relatifs entre les valeominales et estimées. On trouvera a titre digie sur la
figure 10.8 les résultats obtenus pour un échantidbrré de c6té 40 mm.

18 /4>
16 /
14

fmax (mm)

b /
10 /./// —<—Db=3mMm
C//'/ —=—b=6mm

8 L&

6 T T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

AWmtK™Y

Figure 10.8 : Epaisseur d’échantillopd correspondant & une erreur d’estimation de 1%/pour un
échantillon carré de c6té 40 mm.

On constate que pour un ruban de largeur 6 mmleindeeur 40 mm, le modéle simplifié est valablemdes
épaisseurs allant jusqu’a 9 mm pour les supersitdlat plus de 15mm pour des matériaux de condidctiv
thermique de l'ordre de 0,25 WhK™. Il n’est donc pas nécessaire de disposer d'éitleanst de trés grande
section pour mesurer la conductivité de matéridart I'épaisseur est inférieure & 10mm.

10.4 Realisation pratique de la mesure

Une étude expérimentale a été réalisée sur delérimat :

- Un matériau isotrope isolant léger : de la moussepdlyéthyléne. Une mesure par la méthode du
tricouche (Jannot et al, 2009) nous a permis @'esti sa conductivité thermiqué := 0,0425 W.rt.K*?
avec une précision estimée a 5%.

- Un matériau anisotrope : de I’Ayous (bois tropiégler). Trois mesures de type plan chaud réalisées
des échantillons épais dans 3 directions difféseote permis de mesurer les effusivitgsk et E. Une
mesure par méthode flash sur un échantillon d'épais6 mm a permis de mesurgral,70.10 nmP.s?.
L'ensemble de ces mesures a permis d’estirhgr=\, = 0,103 W.rt.K* etA, = 0,190 W.rit.K™* avec
une précision estimée a 5%.

Cette étude a été réalisée en utilisant deux ésnebauffants :
- Un élément résistif chauffant d'épaisseur 0,25 eheripngueur 44,0 mm et de largeur 6,5 mm.
- Un élément résistif chauffant d'épaisseur 0,25 eeripngueur 44,0 mm et de largeur 44,0 mm
Un thermocouple de type K constitué de deux fasdibmétres 0,03mm a été fixé au centre de chaque
élément.
Trois mesures ont été réalisées sur des échastillde mousse de polyéthylene de dimensions
44,0x44.,0x5,2 mihavec I'élément chauffant de largeur 6,5 mm. Onveva dans le tableau 10.2 les résultats
obtenus.

Tableau 10.2 : Résultats des mesures ruban chimetléles sur la mousse de polyéthylene

o L) AT A
N"essal gy 7" TWn'K™
1 76,3 | 6,17 0,0443
2 109,9| 8,89 0,0443
3 149,6| 12,05 0,0444
Moyenne| 111,9| 9,04 0,0443

e=5,2 mm
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La valeur moyenne obtenue shit 0.0443 W.rit. K™ différe de la valeur mesurée par la méthode douche
(A =0.0425 W.rit.K™Y) de 4,2% ce qui est satisfaisant.

Pour I'Ayous, trois mesures ont été réalisées pesirtrois configurations présentées sur la figuree®
dimensions des échantillons étaient les suivarBesface S = 44 x 44 nfrat épaisseur f = 8,0 mm. Les essais 1
et 3 ont été réalisés avec I'élément chauffanadgeur 6,5 mm. L'essai 2 a été réalisé avec I'éérokeauffant
de surface 44 x 44 nfidentique & la surface de I'échantillon correspmmd la méthode du plan chaud centré
(Jannot et al, 2010). On remarquera sur cettedigue les directions Oy et Oz sont perpendiculaitesens des
fibres alors que la direction Ox est paralléle fibves. Les résultats obtenus sont présentés daableau 4.

To1

7/

y T

Bloc
isotherme

To2

Bloc
isotherme

Tos
y f
f .
-
Bloc
isotherme
13

Figure 9 : Schématisation des 3 mesures réalisées

Le tableau 10.3 présente les résultats expérimenkesi3 mesures réalisées pour chaque essai.leaudt).4
présente les valeurs estimées des conductiviéésiitues et un rappel des valeurs de la conduttivérmique
estimée par combinaison de résultats obtenus panéthodes du plan chaud et du flash.

On note que les valeurs des différentes conductiverniques estimées par la combinaison des méhode
flash et plan chaud différent d’au maximum 10 %rpPqLet de moins de 1 % polg. En considérant des erreurs
relatives de 1% sup, f, Tos, Toz €t b, I'application des relations (38) et (39) en prnas valeurs absolues de
chaque terme conduit & une erreur relative maximal®4,3 % suky et de 2,5 % sux, qui sont effectivement
supérieures aux différences observées. L'utilisatitun échantillon d’épaisseur égale a la valeuximale
admissible donnée par la figure 8 pour une larg&ahantillon de 20mm soit f = 12mm conduirait & wmreur

maximale suiy de 13,6 %.

Il est également & noter que la méthode du plandckarait été inapplicable pour mesurer les effiésv
thermiques ket E; si le matériau n'avait été disponible qu’en faibpmisseur.

Tableau 10.3 : Résultats expérimentaux

Essai 1 Essai 2 | Essai 3
Dimensions échantillon 8 x 44 x 44 mm

Dimensions ruban 6,5 X 44 mmM| 44 x 44 mm 6,5 X 44 mm

N° mesure ¢ To1 ¢ To2 ¢ Toz
1 188,9 7,63 | 97,03 7,65 | 251,72 9,11
2 242,7) 9,83 | 144,911,33| 294,8) 10,77
3 303,2/ 12,34/ 202,4/ 156 | 341,91252
Moyenne 222,17 9,93 | 148,111,53| 296,0 10,80

Tableau 10.4 : Valeurs de(W.m*.K 1) obtenues par la méthode du ruban chaud et patres méthodes.

Ruban chaud

Plan chaud + Flash

A

Ax

)\y )\Z

Ax

Ay

0,104

0,094

0,184/0,103

0,103, 0,190

10.5 Limites de la méthode

Cette méthode stationnaire est particulierement haptée a la mesure des conductivités directiesrde
matériaux isolants anisotropes. Elle peut toutidies étre utilisée pour la mesure de la conditétiisolants
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isotropes et I'exploitation de la mesure a l'aideld relation (10.37) en fait alors une méthods siénple a
utiliser. On veillera a respecter les limites daelsions d’échantillons permettant de respectenypsthéses
d’établissement du modele simplifié représentées’abaque de la figure 8 pour un échantillon detise
carrée de cété 40mm. D’autres abaques similairegrquat étre établies pour des dimensions diffésente
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11 METHODE DU HOT DISC

— = . — ey

Figure 3.34 : Vue d’'une sonde Hot disk

C’est une méthode en régime transitoire utilisametsonde de forme cylindrique constituée d'unesta@ste de
platine sous forme d’'un ruban enroulé en spiralaialsupport en matiére plastique. La sonde eétéasentre
deux échantillons du matériau & caractériser. immergions du matériau doivent étre suffisantes pouwoir
faire I'hypothése du milieu semi-infini. La résiste de platine est utilisée a la fois pour preduir flux de
chaleur et pour mesurer la température moyé_r‘(ln)s du disque.

Il a été montré par Gustafsson S.E. (1990) que égivation de la température moyenne peut étréedéeec
une bonne précision par les expressions suivantes :

T(t)=0, (n% rA ) D(t) (11.1)

avect = /a_zt (11.2)
r

)= mim+2]* [do? | 371 3 ke L2 [k
et D(t)=[m(m+1)|™ |doo™ | Y kexg - I (11.3)
~[ |Z:1: ot am?02 ) °| 2m262
si 'espace entre les spires devient trés petie selution tend vers :

D(1)= }doo'2 }v dv}udu exr{— uz;\zlz] |0[ Y ] (11.4)

2
0 0 0 20
Une trés Iégére correction sur le temps permetefbune concordance parfaite entre les deux ssjmes.

652 r?
ettx<1l—,oudeta
ag a
sont respectivement I'épaisseur et la diffusiigrinique de la sonde d'aprés Bohac et al (2000).
Dans cette zone, la température n'est plus sersilaeperturbation créée par la sonde et les sktésita la
diffusivité thermique a et a la conductivité theme A sont décorrélées ce qui permet de les estimer

séparément.
Informations techniques sur le dispositif hot dibkp://www.hotdisk.se/

L'estimation des paramétres doit étre réaliséedntret thaxtels quet,,, =
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12 METHODE DE LA MINI-PLAQUE CHAUDE

12.1 Principe de la mesure

Cette méthode permet de mesurer de la conducthéémique en régime permanent. La figure 12.1 eléan
schéma de principe du dispositif expérimental.

Tair
N2 Tia

T3 T

RGs

TuT
. R 10
Elément chauffant mince ROS To Ts T,
Rc; 5
Cune + hemocoueT —— N -
Rc 4 Ts

A e RN
Echantillon —— Ey-ﬁ- a!- r".f?ﬁ“;" :" E‘y T,

Fn' £ B e

Figure 12.1 : Schéma de principe du dispositif expéntal

Elément Peltier

T1

L'élément chauffant est une résistance plane insgmtre deux feuilles de Kapton, ses dimensiortsden89 x
39 x 0,16 mm sa résistance électrique est Re = 4B,5Tous les autres éléments du dispositif sonediéan
carrée de coté a (a =40 mm).

Les températures,,T Ts et Ty sont mesurées a l'aide de thermocouples de typeel€ une résolution de
0,025K. L'écart type sur les mesures de températureégime stationnaire peut toutefois étre dimiané
réalisant un grand nombre de mesures.

La tension appliquée aux bornes de I'élément chatiéfst mesurée avec une précision de 0,01 V.

Les résistances de contact entre les différentsegiis sont minimisées en enduisant chaque surtagaidse
thermoconductrice et en exercant une pression’asemble. Le dispositif expérimental est présentéla
figure 12.2.

Le principe de I'expérience est d'ajuster la temdibappliquée a I'élément chauffant de facon arobig =
Tar ce qui permet de rendre négligeables les petti@slies convectives dans les deux éléments ernecalivr
dessus de I'échantillon. Le flubg, dissipé sur la partie supérieure de I'élément tthaiiest mesuré a I'aide de
I'élément Peltier étalonné en fluxmeétre, on en dddwaleurdy, du flux dissipé sur la partie inférieure :

Dg, = Dg — Dy, (12.1)
2

Avec: @g = %

La température glest fixée soit par circulation d’eau par bain h@staté soit par un élément a effet Peltier.
Ce dispositif mesure la résistance thermique sita#re les points de températugeeT Ts Soit :

Rip = 2R, * 2Rc+)\—es (12.2)

L'estimation de la conductivité thermique de I'éafildon ne sera donc possible qu'a condition que

S > 2Ry, cu Tt 2Rc , elle pourra alors étre estimée par :

eCD91

=9 12.3
S(Ts—To) (12.3)
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Dispositif de mise sous
pression

Elément chauffant
mince
Elément Peltier

Plaques en cuivre étalonné en fluxmétre

Echantillon
Thermocouple § .

Plaque en cuivre
Thermocouple g Elément Peltier alimenté en

courant

Figure 12.2 : Vue du dispositif expérimental

Les résistances de contact ont été estimées eiyuppl une tension de 10V a I'élément chauffaneret
mesurant les températuresé Ts en I'absence d’échantillon. En considénagt = 400 W.m".K™1, on a obtenu
re = 10* KWLm? La méthode n’est donc applicable que pour deartitions tels que e > 0,04 pour que
I'erreur induite par les résistances de contadt ia@@rieure a 2%, ce qui limite a priori son apgbilité aux
matériaux de conductivité faible & moyenne.

L'autre méthode pour s'affranchir des résistanessahtact consiste pour un produit a effectuer deesures
(1 et 2) sur deux échantillons d'épaisseurs diffi&a®:

Ry = 2Ringy + 2Rc+)\e—18 (12.4)
Rinz = 2Ring, * 2Rc+;—28 (12.5)
Dou : A=——2”8 (12.6)

S(Ru ~Rh2)

Tg-T Ts-T,
Avec : Rthzz( 5 OJ ethm:( 5 OJ
¢'91 2 ¢'91 1

Cette méthode est particulierement intéressantelgeéchantillons de faible épaisseur.

Méme si cette condition est remplie, la valeumest par les relations (12.3) ou (12.6) reste eétadhune
erreur due aux apports convectifs sur les facésalas de I'échantillon qui ont pour effet de miedifes flux
entrant et sortant de I'échantillon et de les rendifférents dedy, utilisé dans I'estimation da. Une
modélisation du systéme prenant en compte cesgehaermet de diminuer I'erreur d’estimation.

12.2 Modélisation quadripolaire
Modéle simplifié de l'ailette

Le systéeme peut étre modélisé par la méthode debiptles (Maillet et al, 2000) en approximant pestes
latérales convectives par le modéle de l'aileteetempérature dans chaque élément du dispositifevalors
I'équation :

T _hP 1 =g (12.7)
axz )\_S ar/)— '

Avec :
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h coefficient de transfert global
P périmetre

A conductivité thermique

S section

La relation liant les températures des deux faeeshdque élément peut s’écrire sous forme quadiipol
F—iﬂ - Tair} — {A B} {Ti - Tair} (12.8)
Qj+1 c D O

hP . L1
Ssh(O( €) aveca? :)\_S et e =épaisseur de I'élément

A =ch(@e)=D

. 1
ou: B=
A

C=Aa Ssha e
Les grandeurs mesurées softTE, Py et Py;.
En posanf = T — T, on peut écrire (voir schémas électriques écgeritgisur la figure 12.3) :

o |- sl Ros v R (e el e 0| 20 £ (129
|y peienmateed |-G O]

Les différentes matrices quadripolaires correspatralex éléments suivants :

M1 Elément en cuivre inférieur maintenug@ T

M2  Echantillon a caractériser

M3  Elément en cuivre situé au-dessus de I'échantill

M4  Elément en cuivre situé en dessous de I'éléctemiffant
M5  Demi-épaisseur de I'élément chauffant (Kapton)

RC1 Résistance de contact a l'interface M1/M2

RC2 Résistance de contact a I'interface M2/M3

RC3 Résistance de contact a I'interface M3/M4

RC4 Résistance de contact a I'interface M4/M5

Les relations matricielles (12.9) et (12.10) petemtd'écrire :
Dgo 89 ~Bgo ¢, ~(Ag0 Dgo~Bgo Cao) B =0 (12.11)

Dos 89 ~Bos o -~ (Ags Dgs —Bgs Cg5) 85 =0 (12.12)

Elément chauffant

Convection Isolant Rg Peltier Ry «—|—>» Rg Cuivre Rc

5 Cuivre Ro Echantillon Cuivre

o

Figure 12.3 : Schéma électrique équivalent au dsgg@xpérimental
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On peut éliminer®y entre ces deux équations pour aboutir a 'équadiomante ou les seules grandeurs
inconnues sont la conductivité thermiquéle I'échantillon, le coefficient h et les résistes de contact cuivre-
échantillon.

En effet ®, est connu a partir de la mesure du fioy, grace a I'élement Peltier utilisé en fluxmetre (il

délivre une tension proportionnelle a la différededempérature entre ses deux faces). Il a éégne le flux
®,, est toujours tres faible puisque la températyrest tres proche deyl ainsi I'étalonnage du fluxmetre

n'est pas une source d'erreur importandg, étant en fait un terme correctif petit devarg. On obtient :
Bos %o, ~(A g5 Dos~Bgs Cos) 5

Dos
La résolution de cette équation permet d'estimervateur de\ plus précise que la valeur approchée calculée
par la relation (12.3).

90 ~Bgo 99, ~(Ago Dgo~Bgo Ca0) 8o =0 (12.13)

Modele complet

Pour simplifier les calculs nous allons suppose& gatre systéme posseéde une symétrie de révolation,
passe de la section carrée a la section circudaireonservant le rapport P/S soit en fixant le malgode la
section circulaire égal au % cbté a/2 de la seatmmmée. Dans ce cas I'équation de la chaleur en 2D
axisymeétrique s’'écrit :

2
li(ra—Tj+a—T:O (12.14)
rar\ or) gz2
oT _ _
—)\E—h(T—Tair) enr=R (12.15)
a—-rr:O enr=0 (12.16)

Il est possible de calculer la solution exacte gstésne d'équations (12.16), (12.17) et (12.18) par
transformation intégrale, on aboutit a :

8(w0,,2)=R? Ji(wn) (ee -0y cl‘(w—”e))

wn, R

o ©n2
(%), o
sI‘(T;e) +8, cr(ﬂj (12.17)

8(w, ,2) Jo(%)

et la solution du probléme :

o(r,z)=Y (12.18)
n N n
Reprenons I'équation du systéme qui peut aussirgéc
2_
da® _2hOr5_, (12.19)
d22 AR ©
Dans I'approximation de l'ailette6g /8 =1
On peut évalueBg /8 en utilisant la solution exacte (12.18) soit :
82)=3 6(wn 2)) 23 (wp) (12.20)
n N n wn
8(wy .z
0 (2) == 200D 5 (y) (1221)
n n

Dans le cas général, I'inconvénient de cette cboreest de dépendre de z, pour valider I'appraues
utiliserons soit 6 termes soit 100 termes desssénecalculantz /6 en z = e/2. Par contre, si I'on utilise le
premier terme de la série on obtient :

e 2
R - ‘*’0. (12.22)
0 2Bi

Cette correction a I'avantage d'étre trés simpheeftre en ceuvre car il suffit de remplacer dargubdion de
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(*)02

: 2h ) , . . . .

I'ailette TR P 5 % étant solution de I'équatiom,J;(w,)= BiJy(w,), plusieurs auteurs en ont
R

proposé des formules approchées (on donne en aArex@e expression a mieux que 19%).

Il est possible de calculer la valeur Mg.ime @ partir de cette correction soit :

)‘estimé: W € (1223)

)‘réel RS.—((’OO e)
R

On montre que les valeurs du rappagimdAree Calculées par la relation (3.48) présentent urt édérieur a
2% par rapport a celles déduites de la simulatams #MATLAB pour des valeurs du nombre de Biot ieféres

(*)02

R2

. . - . 2h o .
ou égales a 2. De fagon générale, ceci montre qereplagantﬁ par dans I'approximation de l'ailette,

cette approximation reste valable jusqu’a des valdu nombre de Biot égales & 2 (alors que 'appration
classique n'est valable que pour des nombres dearBévieurs a 0.1).
12.3 Evaluation des incertitudes

Deux paramétres restent difficiles & évaluer avécigion, le coefficient d’échange h et les réaista de
contact échantillon-cuivre Rc. Aussi, nous allorsnréer une estimation des incertitudes liées a la
méconnaissance de ces parametres.

Echantillon disponible en une seule épaisseur

On retient I'hypothése que le coefficient de trarisfonvectif h est compris entre 5 et 10 WK et que les
résistances de contact rc sont comprises entré BARW et 2.10' m2K.W™.

On calcule & l'aide du modéle quadripolaire avaceation du coefficient de transfert latéral (1@fmes) la
tension nécessaire pour satisfaire la conditior T, pour chaque configuration et pour les deux cougites
conditions « extrémes » suivants :

1. h=10W.nfK'et Rc= 2.10 nPKwW?!
2. h=5W.nK! et Rc= 5.18 m>.K.W™

On réalise a partir des deux valeurs obtenues éstimationsh; et A, deA par application d'une méthode
inverse au modele quadripolaire (relation (12.48c correction du coefficient de transfert latédakermes) en
fixant un couple de valeur moyennes h = 7.5 Wit et Rc = 1d n?.K.W™. On retient comme incertitude sur
I'estimation de\ liée aux incertitudes sur h et Rc la valeur malenaatre les deux écards{A4| et ) - A4|. Les
résultats obtenus sont représentés sur la figude 12

Amélioration de la précision par la réalisatior?dmesures

Il est possible de s’affranchir des incertitudes Iswu rc en effectuant deux mesures sur deux gbbias
d'épaisseurs différentes. Les mesures sont tratéasilisant la relation (12.20) dans laquell@feg3 inconnues
A, h et Rc (dans la méthode a un échantillon orlés@aleurs de h et rc pour estirhgr

* Cas des matériaux conducteuds* 2 W.m*.K™?)
Dans ce cas les erreurs proviennent des résistdacamntact, la valeur du coefficient d’échangedimpris
entre 5 et 10 W.ihK™Y) n'a aucune importance sur le résultat de l'idigatiion. On fixe donc h (h = 7,5 W.m

2K et on identifie\ et Rc par méthode inverse appliquée a la relétidri3) écrite une fois pour chacune des
deux mesures.

* Cas des matériaux isolants e/ 0.1 nf.K.W?)
Dans ce cas les erreurs dues aux résistances @etcaont négligeables (inférieure & 1%). Aussiixa Rc

(Rc = 10* mA.K.W?) et on identifieA et h par méthode inverse appliquée a la relafi@rl) écrite une fois
pour chacune des deux mesures.
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Précision de I'estimation de la conductivité thermi que par la méthode de la mini plaque chaude

10.0 \ \ \ 7

9.0 \ \ \ ——0.025
\ \ // o
A \ A

\J\

0.1
S \ 0.25
5§ 60

2 —K=05
£ 50y

) \ —o—1

c

S 40

2 \ ——25
@

£ 30 -=-5

2.0 1

10

1.0

25

0.0 T
0.1 1 10 100

Epaisseur échantillon (mm)

Figure 12.4 : Précision de I'estimation de la contluité thermique en fonction de I'épaisseur deli@ntillon
(R=2cm)

Exemples de résultats expérimentaux

En utilisant la relation (12.13), a été estimé en fixant les valeurs h = 5 Wit , Rc = 5.10m?.K.W? et
A, a été estimé en fixant les valeurs h = 10 Wiit , Rc = 2.10'm2.K. W™

Echantillons Verre:
Expérience1:e=592mm A =1,013 W.nt.K?
A\2=1,075 W.itK*
Expérience 2 :e=2,07mm Ay =1,008 W.rt.K*
A2=1,185 W.it.K?
Expérience 1 + Expérience 2 : A = 1,015 W.it.K!, Rc = 5,01.18 mA.K.W?
Le résultat est indépendant de h pour 5 ¥kt < h < 10 W.nit.K2.
La valeur mesurée par calorimétrie + méthode #ash
a=5,00.10 n.s%, Rc = 2,00.10J.kg* d'ou A = 1,00 W.m-.K*?
L'écart entre les deux valeurs est de 1,5%.

Echantillon Polystyréne expansé de densité 38 &g.m
e=18,00 mm A;=0,0334 W.rit.K*
A2 =0,0367 W.it.K?

Echantillon PVC :
e=588mm A;=0,1808 W.nt.K?
A, =0,1858 W.nt.K?

12.4 Conclusion

Cette méthode simple d'utilisation permet la mesieda conductivité thermique de matériaux isolants
faiblement conducteurs (conductivité thermiquenalie 0.025 a 5 W.HK™) ainsi que la résistance thermique
de systémes hétérogénes (de 2.200° M .K.W?). L'appareillage ne nécessite que de petits éitloaust (40
mm x 40 mm et de 1 & 30 mm d'épaisseur). Une dgitéise de l'influence des échanges latéraux (coeit
h) et des résistances de contact (Rc) a pernmigettee au point un protocole limitant leurs infloes.

L'analyse mathématique du systéeme a été menéeil@anit I'approximation de l'ailette étendue a des
nombres de Biot importants ce qui a permis de comsEapproche quadripolaire et ainsi d'utiliserauméthode
d’identification simple et précise.
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Néanmoins, lorsque I'échantillon se présente ensemde épaisseur, il n'est pas possible de s'affiian
totalement de h et de Rc (la conductivité thermigfaat corrélée avec les pertes et les résistaecesntact)
mais il est possible de calculer les incertitudgsndues en fonction de la conductivité thermiquelee
I'épaisseur de I'échantillon. Dans le cas d'échiamntise présentant sous plusieurs épaisseurspbsstble de
s'affranchir presque totalement de h et de rc &ttefant deux mesures sur deux échantillons d'spais
différentes.
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13 CHOIX D'UNE METHODE

On trouvera dans le tableau 13.1 un récapitulasf méthodes de mesures préconisées pour la mesure d

propriétés thermiques en fonction de la gamme dduzivité thermique.

A chaque fois que cela sera possible, on auraumijatérét a utiliser plusieurs méthodes pernmettastimer
par deux calculs différents le méme paramétreefmple pour un matériau conducteur, la méthodsheila
calorimétrie permettent de mesurer a et ¢, d'of peut déduire la valeur de Une mesure de la conductivité

thermique de\ par la méthode du fil chaud conduisant & une valeache de la premiére permet alors de

valider les résultats obtenus pour a et c.

Tableau 13.1 : Méthodes conseillées pour la medesepropriétés thermiques d'un solide (en fonctids la

conductivité)

Gamme de

conductivité | Méthodes conseillées Grandgurs Remarques

(WK mesurés
Flash a

A>5 Calorimétrie différentielle C
Fil chaud A Condition milieu semi-infini a vérifier
Plan chaud centré face arriére isoléeA, pc Condition du transfert 1D a veérifier
Flash a

5>A>05 Calorimétrie différentielle C
Fil chaud A Condition milieu semi-infini a vérifier
Hot disk A a Faible précision sur la valeur de a
Plan chaud centréfiereconstant A, pc Condition du transfert 1D a vérifier
Ruban chaud permanent A Adapté aux matériaux anisotropes
Calorimétrie différentielle c
Plaque chaude gardée A

05>A>0,05 | Mini-plaque chaude A
Flash a
Fil chaud A
Hot disk A a Faible précision sur la valeur de a
Calorimétrie différentielle c
Plaque chaude gardée A
Plan chaud centré,fiereconstant A, pc Condition du transfert 1D a vérifier
Ruban chaud permanent A Adapté aux matériaux anisotropes

A<0,05 Tricouche A, pc Adapté aux échantillons de faibles

’ dimensions

Fil chaud A
Hot disk A a Faible précision sur la valeur de a

L'utilisation d’'un calorimétre différentiel pour lmesure de la chaleur spécifigue ¢ est adaptéeisilés
matériaux mais représente un codt élevé. |l esetois toujours possible de réaliser la caractos thermique
compléete d'un solide par d'autres méthodes quedqitda gamme de conductivité visée.
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A.1: Propriétés physiques de certains corps

p Cp A p Cp A
kgm? | Jkg*°Ct| W mC? kgm? | Jkg*°C!| W mlC?

Métaux et alliages Matériaux de construction
Acier au carbone 7833 465 54 Ardoise 2400 879 2,2
Acier inox 15%Cr, 10%Ni 7864 460 20 Basalte 2850 818 1,6
Acier inox 18%Cr, 8%Ni 7816 460 16,3 Béton cavare 1900 879 1,4
Acier inox 25%Cr, 20%Ni 7864 460 13 Béton plein 0@3 878 1,75
Alumine 29 Bitume (cartonné) 1050 1304 0,23
Aluminium 2707 896 204 Bois feuillus légers 525 314 0,15
Argent 10525 234 407 Bois feuillus mi-lourds 675 561 0,23
Bronze 75%Cu, 25%Sn 8800 377 188 Bois feuillus légers 375 3147 0,12
Bronze 92%Cu, 8%Al 7900 377 71 Bois résineux ger 375 3147 0,12
Carbone graphite 225 707 147 Bois résineux méleur 500 3160 0,15
Carbure de silicium 13 Bois résineux trés légers375 3147 0,12
Chrome 2118 7160 449 Brique terre cuite 18P0 878 15 1,
Constantan 60% Cu, 40%Ni 8922 410 22,7 Calcaire dur 2450 882 2,4
Cuivre 8954 383 386 Calcaire tendre 1650 879 1
Cupronickel 70%Cu, 30%Ni  890( 377 29,3 Carrelage 0024 875 2,4
Duralumin 2787 883 164 Contre-plaqué okoumé 400 0300 0,12
Etain 7304 226 64 Contre-plaqué pin 500 30Q0 0,15
Fer 7870 452 73 Granite 2600 881 3
Fonte 7849 460 59 Gravier (vrac) 1800 889 0,7
Laiton 70%Cu, 30%Zn 8522 385 111 Gres 2500 880 2,6
Magnésium 1740 1004 151 Lave 2350 881 1,1
Or 19300 128 312 Marbre 2700 881 2,5
Platine 21400 140 69 Platre 1440 84(¢ 0,48
Plomb 11373 130 35 Schiste 2400 879 2,2
Sodium liquide 930 1381 84,5 Matériaux isolants
Titane 4500 523 20,9 Balsa 14( 0,054
Tungsténe 1935( 134 163 Coton 8( 1300 0,06
Zinc 7144 384 112 Kapok 0,035

Matériaux divers Laine de roche 20 880 0,047
Amiante 575 1046 0,15 55 880 0,038
Asphalte 2115 920 0,062 135 880 0,041
Caoutchouc (naturel) 115(¢ 0,28 Laine de verre 8 75 8 0,051
Caoutchouc (vulcanisé) 1100 2010 0,13 10 830 0,045
Carton 86 2030 0,048 15 880 0,041
Cuir 998 0,159 40 880 0,035
Glace 920 2040 1,88 Liege expansé 120 2100 0,044
Plexiglass 1190 1465 0,19 Moquette 200 1300 0,06
Porcelaine 2400 1088 1,035 Polyuréthane (mousse) 2 |3 1300 0,03
Polyéthylene 929 1830 0,46 50 1360 0,035
PVC 1459 930 0,21 85 1300 0,045
Sable 1515 800 0,2-1,0 PVC (mousse rigide) 30 1300 0,031
Téflon 2170 1004 0,25 40 1300 0,041
Terre mouillée 1900 2000 2 Polystyréene expansé 12 130( 0,047
Terre séche 1500 1900 1 14 1300 0,043
Verre 2300 837 1,05 18 1300 0,041
Verre Pyrex 2220 728 1,13 Styrofoam 3( 0,032
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A.2 : Propriétés physiques de I'air et de I'eau

Propriétés de l'eau a saturation Propriétés de lair a 1 atm
0 P Co A 10 u |10 a| Pr 9| p Co A 1P.u | 1C. a| Pr
°C | kg.m® |J.kg*.°C?| w.mt°C?| Pa.§ | mi.s? °C | kg.m?| J.kgl.°C! |W.ml°C?| Pa.§ | nt.s?
0 1002 4218 0,552 1790 1,31 1304 O 1,292 1006 0,0242 1,72 1,86 0,72
20 1001 4182 0,597 10,10 1,48 7,02 20 | 1,204 1006 0,0257 1,81 2,1p 0,y1
40 995 4178 0,628 6,54 1,50 434 40 | 1,127 1007 0,0272 1,9( 2,40 0,0
60 985 4184 0,651 4,71 1,5p 3,02| 60 | 1,059 1008 0,0287 1,99 2,6P 0,0
80 974 4196 0,668 3,54 1,64 2,221 80 | 0,999 1010 0,0302 2,09 3,0D 0,0
100 960 4216 0,680 2,82 1,68 1,44| 100| 0,946 1012 0,0318 2,18 3,32 0,p9
120 945 4250 0,685 2,3 1,71 1,45| 120| 0,898 1014 0,0333 2,27 3,66 0,p9
140 928 4283 0,684 1,99 1,7 1,24| 140| 0,854 1016 0,0345 2,34 3,98 0,p9
160 910 4342 0,680 1,7 1,78 1,10| 160| 0,815 1019 0,0359 2,42 4,32 0,p9
180 889 4417 0,675 1,54 1,7 1,00| 180| 0,779 1022 0,0372 2,5 4,67 0,p9
200 867 4505 0,665 1,39 1,71 0,94| 200| 0,746 1025 0,0386 2,57 5,06 0,p8
220 842 4610 0,652 1,2 1,68 0,89| 220| 0,700 1028 0,0399 2,64 5,43 0,p8
240 816 4756 0,635 1,17 1,64 0,88| 240| 0,688 1032 0,0412 2,72 5,80 0,p8
260 786 4949 0,611 1,08 1,58 0,87| 260| 0,662 1036 0,0425 2,79 6,20 0,p8
280 753 5208 0,580 1,02 1,48 0,91| 280| 0,638 1040 0,0437 2,8 6,59 0,p8
300 714 5728 0,540 O,9q> 1,3p 1,02| 300| 0,616 1045 0,0450 2,9$ 6,99 0,p8
Corrélations entre 0 et 100 °C
(€: température en °C , T température en K)
Pour l'air
353
_ = 99°% kg
(8+273)
- ¢, = 1008 Jkgect
- A=7,57.106+0,0242 wmect
- 1= 10°(0,00460 + 1,7176) Pas
- a = 10°(0,01460 + 1,8343) rhst
- Pr=-2,54.10 6+ 0,7147
- = i K'l
T
Pour l'eau
p = -0,003809% — 0,050 + 1002,6 kg m
c, = 4180 Jkgect
A =-9,87.1F6°+2,238.1¢ 0 + 0,5536 wntect
_4 179-0,07378 +0,0003358>
= u=10 4 = Pa.s
1+0,03032+ 876510™° 0
= a=10"(-0,003600 + 1,340) rhs?
. py- 1306+ 13870-0,0037°
1+0,1240M +0,00529 9>
gpp” Cp 2 9 1.3
e (0,0105) +0,470 - 0,036§ 10 °Clm
n
2795
= 10010 [ps,(T)|= 20,3182 “-3.8680gy, (1) mmHg -50°C €9 > 200°C
" Lv=2495-234® kJ.kg 0°C <8 < 100°C
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A.3 : Transformations intégrales : Laplace, Fourier  , Hankel

Transformée de Fourier en sinus et cosinus
Définitions
Sinus Cosinus

12 4o 2 4

Fs [T(x)] = es(w) = (%Jl (j) T(x) sin[oox] dx Fe [T(x)] = ec(w) = (%Jl/ : T(x) cos{wx] dx

T(x) = Fs_l[es(w)] = (%Jl/z +(j:o e(w)sin(oox) dw T(x) = Fc_l[ec (oo)] = (%Jl/z +(j:o e(w) cos(oox) dw

Propriétés
ALLERN® 7] =-weu-(2] 10
s R

Transformée finie de Fourier en sinus et cosinus
Définitions

Si la température T(x) n'est définie que sur I'mgdle [O,L], on peut utiliser une transformatioimié¢ de
Fourier en sinus ou en cosinus :

wlrt=o.)= s T o o lrtl=oclo)=] Tieof o
T60= 7 os(n]l= 2 5 eu(si | ou )= fooln)= £ 6c(0)+ 2 5 ecln)ood )
proprices
o) 27 o) T o

{2 o= () (5, e

Transformée de Hankel d’ordre v

Définition
Pourv>-1/2:
Hy[T(r] =8y (0)= Iy (o) T(r)ar T(x)=H, oy (0] = [ ody (or)6y (0)do
Propriété

1o aT) V3T|_ . _ 1 o
HV{?E[rE]—r—Z}——G 6,(c) ; arordre0: Ho[T(r)=T;]=T, é rJO(or)dr—EJl(or)
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A.4 : Transformation de Laplace inverse

Méthode analytique

La transformée de Laplaéép) de la fonction T(t) est donnée pat[T(t)] = 0(p) = [ exp— pt) T(t) i
0

II n'existe pas de formule analytique générale pttamt de calculer T(t) connaissad{p). On connait
cependant I'expression exacte de T(t) pour ceddiolctions particuliere8(p), on en trouvera des exemples
page suivante (cf. Spiegel pour des tables plugplébes). L 'utilisation de ces tables associée awprEtés
particuliéres de la transformation de Laplace iseaappelées en annexe A.2.2 peut permettre dedréson
certain nombre de cas. On essaiera toujours dengéser une fonction complexe en somme, produig.sér
de fonctions simples plus facilement inversibles.

Méthodes numériques

Pour les cas de figure pour lesquels on ne peutqager une solution analytique, on peut empldéiyere des
deux méthodes numériques suivantes :

Méthode de Stehfest

La transformée inverse de la fonctié(p) peut se calculer par (Stehfest, 1970):

N .
T() :_'”iz) v, ei[—J '”t(z)]
1

N = 20 (double précision) :

V1 =-5,511463844797178 0 V2 =1,523864638447972310 V3 =-1,17465476190476240
V4 = 1,73424493386243440 V5 = -9,228069289021164 3710 V6 = 2,37740877871031810.

V7 = -3,494211661953704.40 V8 = 3,24136985223187910 V9 = -2,02769483072377940
V10 = 8,94648298237972440 V11 = -2,87020921147102740 V12 = 6,82992010281511540
V13 = -1,219082330054374%0 V14 = 1,63757380084201340 V15 = -1,647177486836117%0
V16= 1,221924554444226 %0 V17 = -6,488065588175326110 V18 = 2,33316653213705940
V19 = -5,09138007054673840 V20 = 5,09138007054673810

N = 10 (simple précision):

V1=1/12 V2 = -385/12 V3 = 1279 V446871/3 V5 = 505465/6 V6 = -473915/2
V7 =1127735/3 V8 =-1020215/3 V9 = 328225/ V10 = -65625/2

Méthode de Fourier

()= 220D $ (ol o, oo )-imloe+ o o )

t max -1

k
Avec 0y = t—n

max

La somme infinie est dans la pratique calculée pounombre de fini N de termes , on prendra enrgéné
N > 100. Cette méthode nécessite de choisir detanpdres : ¢ ety . On doit s'assurer a posteriori que

exXp(-2 C tax) T(2 thay = 0.
Choix d’une méthode et vérification des résultats

a

La méthode de Stehfest est plus simple & mettreeenre car elle ne nécessite pas de choisir certain
parametres. La méthode de Fourier peut conduine @eilleur résultat dans le cas d'inversion deabegs
fonctions comme les fonctions périodiques par ekeifhaillet et al, 2000).

L'étude du comportement de la foncti@ip) aux temps longs {te soit p-0) et aux temps courts{0 soit

p- ) peut conduire a des formules approchée8(pledont on peut alors trouver la transformée daldce
inverse analytiquement. La comparaison de cesignfuanalytiques avec les résultats de I'inversiomérique
donne une indication sur la justesse de l'invergsiomérique.
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A.4 : Transformation de Laplace inverse

-
op) = L{T(t)} T(®) op) = L{T(t} T(t)
% 1 ﬂpp) -In(t)-y ; y=057721
1 5(t) Dirac ﬁ ﬁ
pt 1 2
p+p e’ odp =t
p2 :Omz sin(at) 0? 6_00)2 sh(at)
p2 fwz codut) 0? ?mz ch(ot)
b n-1
m 1- exp(b2 t)erfc(b«/f) F n=123 (r: =
dp)=L{T() 0
—qx X exr{— x2 J
) 2#71(“3 4at
e d a % X2
q SRED
e ¥ X
erf
i {N& ]
R (at |4 2 f
pq (5 ool
e x? % 2
P’ (”_Jeﬁ{zr ] () ’{a}
-qgX yz 5
Z*‘h [%J ex;{-%}]—haexp(hx+ath2)erfc{2\/_ +h\/_]
e ¥ )
alg+n) aexp(hx+ath )erfc{zJ_+hJ_]
e I 1
athj E ff( ]——exphx+ath )erf{zm+hM]
e dx 2 (1 2 X 1+hX X 1 ) « .
pqiq+hi F[nt F{ 4(1(1] { t]*'?exp(hxﬂxth )erfc{zx/a h\/aj
e ¥ X
(q+h)2 —Zh( ] F{Zut]ﬂl +hx+2h? at)exp(hx+ath )erfc{z\/_+hJ_]
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A.5 : Racines de I'équation transcendante

B %(B)=Bi J(B)

(Bi=0)+X Bi + (3, 2(Bi = ) - B, 2(8i = 0) Bi? "

Bi*(Bi) =B’
' ' by, + by Bi +Bi2

Tableau 1 : Valeurs des coefficients de la forn(iliigoour les 6 premiéres racines.

i 1 2 3 4 5 6
bi (Bi = 0) 0 | 38317 | 7.0156 | 10.1735| 133237 | 16.4706
bi(Bi=w) | 24048 55201 | 86537 | 11.7915| 149309 | 180711
a 183237 52.7206| 135.9384| 273.2410| 429.5111| 639.8128
b 9.1714| 26.8437| 700034 | 140.0121| 2231145 332.8289
oo 51080| 7.1083 | 109044 | 150738 | 186848 | 22.5854
goart <"é"’i‘x<i (log’()) 0.069| 0021 | 0027 | 0028 | 0020 | 0016
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Figure 1 : Valeurs exactesm( ) et calculées)par (1) des 6 premiéres racines.
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A.6 : Choix des transformations intégrales
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A.6 : Choix des transformations intégrales
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A.7 : Equations et fonctions de Bessel

Equations particulieres de Bessel et leurs solutign

y-+x+m2y:o = y:lio(mx)+k2 Yo(mx)

X
X2 y"+xy'+(x2 —nz)y =0 = y=kyJ,(x)+k, Yo(x) (nentier)
y‘+x_m2y:0 = y:kllo(mx)+k2 Ko(mx)

X

x2y"+xy'—(x2+n2)y:0 = y=kqln(x)+k, Ko (%)
J, Fonction de Bessel dé“iespéce non modifiée d’ordre n

I Fonction de Bessel d&'despece modifiée d'ordre n

Yn Fonction de Bessel dé"Zespéce non modifiée d’ordre n
Kn  Fonction de Bessel dé"espéece modifiée d'ordre n.

(cf. Ozisik, 1933, pour la définition des fonctore Bessel).

Principales propriétés des fonctions de Bessel

Récurrence

RS I OEESA® Vo (0)= Y0y (0)+ 20 ¥, 0)
IMORMIOESN® Ka(U)= Ky (02T K (o)

Dérivée

o). g o dwhlls gy Boldoyy o Bel)o ) Mol vy

du ' du du ' du 1 ' du

Limites des fonctions de Bessel d'ordre 0 et 1

Siu-0:
J(u) - 1 J(u) -0 Yo(u) — -0 Ya(u) - -o
lo(u) - 1 h(u) - 0 Ko(u) » +o0 Ky(u) - +o0
Si u-
J(u) - 0 J(u) -0 Yo(u) - O Yy(u) - 0
lo(u) — +oo l(u) — +oo Ko(u) - O Ky(u) - 0

Comportement asymptotiquedes fonctions de Bessel d'ordre 0 et 1

Siu-0:
J(u) - 1 J(u) - u/2 Yo(u) - (2fm) In(u) Y1(u) > 2fru
lo(u) - 1 h(u) - u/2 Ko(u) - -In(u) Ki(u) - /u

Si Us o

- Gt l] a0 G ) v Bt S
Yi) - 2, sir(u_g] o). h(u) — 27, explu)  Kolu), Ku(u) —~ |17, expl(-u)
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A.7: Fonctions et équations de Bessel

X lo(X) h(}) | Ko(®) | Ka(X) X () | h(¥) | Ko(®¥) | Ki(X)

0 1,0000| 0,0000 ¥ ¥ 3,0 4881 3,953 0,035 0,041
0,1 | 1,0025 0,0501 2,4279,849 3,1 5294 4324 0,031 0,036
0,2 1,01 0,1005 1,7534,775 3,2 5747 4,734 0,028 0,031
0,3 | 1,0226/ 0,1517 1,3733,057 3,3 6,243| 5,181 0,025 0,028
0,4 | 1,0404, 0,204| 1,1152,185 34 6,785| 5,67| 0,022 0,025
0,5 | 1,0635 0,2579 0,9241,656 3,5 7,378 6,206 0,019 0,022
0,6 1,092 0,3137 0,7781,302 3,6 8,028, 6,793 0,01y 0,020
0,7 | 1,1263 0,3719 0,6601,051 3,7 8,739| 7,436 0,016 0,017
0,8 | 1,1665 0,4329 0,5650,862 3,8 9,517 8,14 0,014 0,016
0,9 1,213 0,4971 0,4870,716 3,9 | 10,369 8,913 | 0,013 0,014
1,0 | 1,2661 0,5652 0,4210,602 4,0 11,3 9,76

1,1 | 1,3262f 0,6375 0,3660,509 4,1 12,32 10,69

1,2 | 1,3937 0,7147 0,3190,435 4,2 1344 11,71

1,3 | 1,4693 0,7973 0,2780,372 4,3 1467 12,82

14 | 1,5534f 0,8861 0,2430,320 4.4 16,01 14,05

15 | 1,6467, 0,9817 0,2140,278 4.5 1748 15,39

1,6 1,75 1,0848 0,1880,240 4.6 19,09 16,84

1,7 1,864 1,1963 0,1650,209 47 20,86| 18,48

1,8 | 1,9896 1,3172 0,1460,182 4.8 22,79| 20,25

1,9 | 2,1277] 1,4482 0,1290,160 49 2491 222

2,0 2,28 1,591 0,1130,140 5,0 2724 24,34

2,1 2,446 1,746, 0,1010,123 51 29,79| 26,68

2,2 2,629| 1,914, 0,0900,108 5,2 3258| 29,25

2,3 2,83 2,098| 0,0700,094 5,3 35,65| 32,08

2,4 3,049| 2,298, 0,0710,083 54 39,01| 35,18

2,5 3,29 2,517| 0,0680,074 55 42,7 | 38,59

2,6 3,553| 2,755| 0,0550,066 5,6 46,74 42,33

2,7 3,842 3,016/ 0,0490,058 5,7 51,17| 46,44

2,8 4,157 3,301] 0,0440,050 5,8 56,04| 50,95

2,9 4503 3,613] 0,0390,046 5,9 61,38 559
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